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Vorwort. 



l/ie vorliegende Schrift soll zunächst den Vorträgen über analy- 
tische Geometrie, welche ich an der hiesigen polytechnischen 
Schule halte, zum Grunde gelegt werden, damit meinen Zuhörern 
das Studium dieses ebenso wichtigen wie interessanten Theils der 
mathematischen Wissenschaft möglichst erleichtert werde. Zwar 
muss in meinem öffentlichen Unterricht die Anwendung der 
Differentialrechnung unterbleiben — die höhere Mathematik 
wird nämlich erst im folgenden Gursus gelehrt — , so dass die 
meisten derjenigen Partieen, welche im zweiten Theile zu- 
sammengefasst sind, von mir direct durch den Vortrag nicht 
weiter erläutert werden können; ich glaubte jedoch annehmen 
zu dürfen, dass -meinen Schülern diese Zugabe, wodurch die 
Arbeit zu einem abgerundeten Ganzen wird, nicht unwül- 
kommen sei. 

Bei der Auswahl des Stoffes konnte ich nicht lange 
schwanken, weil vor allen Dingen die Bedürfnisse der Studi- 
renden an polytechnischen Schulen in's Auge zu fassen waren. 
In Bezug auf die Ausführung, so hoffe ich, wird man mein 
Streben nach Klarheit und Bestimmtheit im Ausdruck, nach 
Schärfe im Beweis nicht vermissen. 

Unter den mathematischen Werken, deren Studium mir bei 
meiner Bearbeitung der analytischen Geometrie sehr lehrreich 
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und nützlich gewesen sind, halte ich für meine Pflicht: Magnus, 
Biot; Cournot und Sohncke dankbarlichst zu erwähnen. 

Schliesslich spreche ich noch dem Herrn Verleger wie | 
der Druckofficin für die besonders gute Ausstattung meinen | 
Dank aus. 

Hannover, im Januar 1861. 

Grelle. 
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Der Leser wird gebeten, die folgenden Verbessemngen vor dem 

Grebrauch des Buches zu machen: 

Seite 64 in Gleichung 7 Les statt —^l^liK —^Jyi^V 

„ 68 in Zeile 4, 8 u. 10 V. ob. J a^ — x^ ' a^ — x^ 

j, 105 in Zeile 6 v. oben lies statt |/a^ — b^<Ca: \/a^—b^<^a. 

yf 1 11 in Z.^ 1 2 V. unt. lies statt ,,Da Gleichung^ : ^Die Gleichung^. 

„ 132 in Zeile 6 v. unten lies statt ^dann^: ^denn^. 

189 in Zeile 7 von unten lies statt 
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t/ f± ^JL\ l/ f ± -.iLV 
y f i^^ye'^—e "^J: y ^ l+^-Ve"»— « "»; 

204 in Zeile 3 v. oben lies statt l.ALQ^S^A: l.AL^Q^S^A, 

— r , R — r 

205 in Zeile 9 v. unten lies statt — & sin cp : — 6 sin o. 

r ^ r ^ 

208 in Zefle 9 von oben lies statt \h^ — r {R—r)) ■^•. 

-^(»■-'<«-'))x- 
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Vveil die gegenseitige Lage mehrerer Pnnkte zn einander be- 
stimmt ist, so wie man die Lage eines jeden in Bezog auf das näm- 
liche feste Object kennt, und weil im Allgemeinen die Eigenschaften 
eines geometrischen Gebildes durch seine Gestalt, die Gestalt aber 
durch die gegenseitige Lage seiner Punkte bedingt ist, so werden 
wir in unserer Einleitung in die analytische Geometrie der Ebene, 
d. L diejenige Wissenschaft, welche mit Hälfe der Änalysis eine 
Theorie- der ebenen Linien aufstellt, zunXchst anseinanderzusetzen 
haben, wie die Lage eines Punktes im unendlichen Räume durch 
algebraische Grössen ßxirt werden kann. 

Denkt man sich zwei Grade AX und 
AY (Fig. 1) von willkürlicher LSnge inter *^S- '- 

einem beliebigen Winkel so gezogen, dass 
der betreffende Pnnkt P in der Ebene dieser 
Graden liegt, dann wird seine Lage offenbar 
bestimmt sein müssen, sowie die Längen- 
zahlen der Parallelen PQ und PR oder 

der Abschnitte AQ und AR bekannt sind. Die beiden Ausdrücke: 
aai der AX oder XAchse sind a , anf der Ä Y oder TAchse sind 
b Ulngeneinheiten abzutragen, (dasselbe bezeichnet man auch kurz- 
'.eg durch die Gleichungen : x^a, y = h) enthalten demnach Alles, 
was zur Ortsbeatimmang eines Punktes nothwendig ist. Und nicht 
nur sMmmtliohe Punkte der Winkelehene YAX lassen sich durch 

Orgll«, AnaL Omo. d.£. 1 




Angabe ihrer zugehörigen Abschnitte auf 
den beiden Achsen festlegen; denn denkt 
man sich AX wie AY über A hinaus ver- 
längert (Fig. 2), betrachtet A als denjenigen 
Punkt, von welchem aus irgend welche Ab- 
schnitte auf irgend einer der ' vier Achsen 
abzutragen sind, so darf man nur noch 

Zeichen bestimmen, welche erkennen lassen, ob von A nach rechts 
oder nach links, ob von A nach oben oder nach unten construirt 
werden soll, und man ist im Stande, die Lage eines jeden Punktes 
der Ebene dadurch zu fixiren, dass man denselben auf die beiden 
festen Graden XX^ und YY^ bezieht. 

In Rücksicht nun darauf, dass die Lage eines Punktes fortan 
durch Zahlen — die Längenzahlen der Abschnitte — bestimmt 
werden soll, wird man sich, um den Gegensatz in den Richtungen 
darstellen zu können, derjenigen Zeichen bedienen mtissen, welche 
den etwaigen Gegensatz zweier Zahlen anzeigen, d. h. man wird die 
eine der Richtungen, etwa von A nach links für die XX^ , von A 
nach unten für die YY^ die negative nennen müssen, wenn man 
übereingekommen ist, die andere, entgegengesetzte, als ^ie positive 
aufzufassen. 

Nachdem wir noch bemerkt haben, dass die Graden XX ^ und 
YY^ im Allgemeinen Coordinaten-Achsen , insbesondere XX^ die 
Abscissen-, YY^ die Ordinaten- Achse ; dass AQ = BP und QP 
= AR die Coordinaten des Punktes P, und zwar AQ= BP 
seine Abscisse, QP = AB seine Ordinate genannt wird; dass das 
Ganze ein Parallel -Coordinatensystem heisst, weil die Coordinaten 
der zu betrachtenden Punkte mit den Achsen dieselbe Richtung 
haben; und dass der Winkel YAX^ Coordinatenwinkel genannt, 
gewöhnlich gleich 90^ angenonunen zu werden pflegt, so dass ein 
rechtwinkeliges oder orthogonales Coordinatensystem entsteht, be- 
ginnen wir mit Rücksicht auf die vorhergehenden Bemerkungen die 
besondere Methode der analytischen Geometrie zu entwickeln« 



Substituirt man in eine Function einer Yariabeln, etwa in 
y =z jf(x}f statt X irgend welche, reelle Constante, die im Uebrigen 
willkärlich, positiv und negativ, ganz oder gebrochen sein können, so 
werden die Substitutionsresultate ebenfalls constant sein müssen, und 
zwar positiv und negativ, ganz oder gebrochen, reell oder imaginair, 
je nach der Structur der gegebenen Function. Man erhält z. B. : 

fiir Ä = a, . y = /(a) = a 
„ x = % y= /(ß) =6 

' » a = T» y = /(t) = <5 

^ aj = 8, y = f(i) = d u. s. w. 

So lange nun a, h, c, (2 . • • . reelle Grössen sind, wird man 
die statt x eingesetzten Werthe als Abscissen, die fßr y erhaltenen 
Werthe als Ordinaten betrachten können und erhält, dem vorhin 
entwickelten Prinzipe folgend, ein System von Punkten: Pj , Pj» 
P3, P4 — , deren Lagen der Reihe nach durch die Geichungen: 

fx = a (X = ^ fx = y ra; = 8* 

My = a ^{y=zb ^{y = c "^{y = d 

bestimmt sind. Zu denselben Punkten kann man aber noch auf 
einem anderen Wege gelangen. Denkt man sich nämlich, dass die 
Ordinate a, zur Abscisse a gehörend, sich parallel ihrer ersten 
Lage fortbewege, dass dieselbe in jeder ihrer Lagen diejenige Grösse 
erhalte , welche aus der gegebenen Gleichung y = f (x) dadurch 
sich ergiebt, dass in f{x) statt x die jedesmalige Abscisse substi- 
tuirt wird, so beschreibt offenbar der Endpunkt jener Ordinate eine 
Linie, deren einige Punkte die bereits vorhin gefundenen Pj , P2, 
P3, P^ — sind. Hieraus folgt, dass jede Gleichung zwischen zwei 
Veränderlichen graphisch dargestellt werden kann durch eine ebene 
Curv«, deren Gestalt einzig und allein durch das Gesetz bedingt 
ist, nach welchem die beiden Variablen von einander abhängen; 
darum nennen wir dieselbe die Linie der Gleichung: y=f{x). 
Der einzige Fall, wo die Construction der gegebenen Function 

im obigen Sinne unmöglich wird, tritt, wie schon angedeutet wurde, 

1* 



dann ein, wenn der analytische Ausdruck von solcher Beschaffenheit 
ist, d'ass die Substitutionslresultate- imaginair werden, so dass z. B. die 
Functionen y = ix, ^ = e^ u. s* w, keiner geometrischen Auf- 
fassung fähig sind, während Gleichungen wie y = y , 

y^ z=z X nur für bestimmte Werthe der unabhängigen Variablen, 
(die erste Function nämlich fiir a$ innerhalb der Grenzen und -}- a, 
die zweite für x innerhalb der Grenzen und ^- oo ) dargestellt 
werden können. 

' Wir kamen vorhin zur Curve durch Fortbewegung einer Or- 
dinate; der Endpunkt der letzteren beschrieb die Linie der gege- 
benen Function. Weil nun die Aenderung der Ordinate oder des 
Werthes der Function bekanntlich in zweifacher Weise, stetig oder 
sprungweise, vor sich gehen kann, so wird auch die Curve , das 
Bild der Function, den einen oder anderen Fall veranschaulichen 
müssen. Entsprechen den unendlich kleinen Zunahmen der unab- 
hängigen Variablen oder der Abscisse unendlich kleine Zu- oder 
Abnahmen der abhängigen Variablen^ dann werden die Endpunkte 
sämmtlicher Lägen der beweglichen Ordinate unendlich nahe an- 
einanderliegen , die Curve also aus einem ununterbrochenen Zuge 
bestehen müssen. Ist dagegen die Function fUr irgend einen Spe- 
cialwerth von a?, z. B. fUr o? = p discontinuirlich , so dass die 
Differenz f (p-\-t) — f (p — 8), wo S eine unendlich kleine Grösse 
bedeutet, einen endlichen Werth hat, dann muss die Curve im Punkte 
der Abscisse: p — S aufhören, im Punkte der Abscisse: J9 -}- S 
wieder beginnen, demnach aus zwei Zweigen bestehen, die äusserlich 
wenigstens keine Gemeinschaft mit einander haben. So ist z. B. ftir 

die Gleichung: y = 



a — X 



So lange p von a verschieden ist, wird die rechte Seite letzter 
Gleichung unendlich klein; dagegen fUr jp = a geht dieselbe in 



Tj- = »• = — CO über. Die Function ist demnach inner- 
halb der Grensen : — oQ nnd a — S 
einmid, a -^ fi and -|- oo einander- 
nisl continuirlich , fllr a; ^ a dis- 
continuirlich. Ihre Gurre besteht d»- 
mm atu xvrei von einander getrennten 
Aegten, LM nnd Xj ifj (Fig. 3), von 
denen der eine im Punkte x = 
a — 8 = AP~ 6 aufhört, während , 
der andere im Punkte x = a •!- 8 = 
AP 4- 8 beginnt 

Neben der Classification der Curren in stetige nnd unterbrochene, 
eine natftrliche Folge, wie wir so eben gezeigt bähen, der continuir- 
licben oder discontinniriichen Aendemng des Werthes ihrer Func- 
tionen, ist man noch gewohnt geworden, die Linien in algebnÜBcbe 
nnd (»uucendente einzutheilen, je nachdem sie das Bild einer alge- 
braischen oder transcendenten Gleichung sind. 

Der Zusammenhang zwischen analytischen Ausdrücken und geo- 
metrischen Gebilden, wie wir ihn bis jetzt kennen lernten, wird 
aber erst dann der mathemaügchen Untersuchung ein neues Feld 
erSfihen, wenn die analytische Auflassung gegebener, bekannter Curven 
ebenso zu ermöglichen ist, wie vorher die geometrische Darstellung 
analytischer Ausdrucke. 

Unter Gleichung einer Linie ist nach obigen Auseinander- 
setzungen derjenige analytische Ausdruck zu verstehen, mit dessen 
Hülfe sich so viele Punkte der Curve festlegen lassen, als nur 
gew&nscht wird. Die Punkte sind aber ihrer Lage nach be- 
stimmt, so wie man ihre Coordin&ten kennt; von den Coordinaten 
kann die Abscisse beliebig gewjUilt werden ; man sieht also , es 
kommt nur. darauf an, die LKnge derjenigen Ordinate zu bestimmen, 
welche zu irgend einer Abscisse gehört. Hieraus folgt, dass sich 
die Gleichung einer Cnrve dann herstellen lassen wird, wenn es 



möglich ist, dem gegebenen, bekannten Entstehungsgesetze der 
Linie zufolge eine Function von x zu construiren, deren Werth die 
Länge der Ordinate irgend eines Punktes dieser Curve darstellt. 
Die Art und Weise einer solchen Gleichungs-Construction lässt sich 
natürlich im Allgemeinen nicht angeben; für jeden anderen Fall 
wird die Rechnung eine andere werden müssen; darum beendigen 
wir hier unsere allgemeinen Bemerkungen, wenden uns zu bestimmten 
geometrischen Gebilden, entwickeln ihre Gleichungen und zeigen, 
wie sich mit Hülfe .ierselben die ftlr reine wie angew^dte Mathe 
matik wichtigsten Eigenschaften der Linien erkennen lassen. 



Erster Theü. 



Cap. 1. 
Der Punkt Transformation der Coordinaten. 



£in Punkt unterscheidet dch von irgend einem zweiten nur 
durch seine Lage; darum werden, wie schon, in der Einleitung be- 
merkt worden ist, die Ausdrucke: 



y = + »' 



: — a aj = — a x = -\- a 
= + 6' y = — b' y = — h 



Fig. 4. 



Fig. 5. 



der ifteihe nach die Gleichungen der 
Punkte Pj, Pj, Pj, P4 (Fig. 4), be- 
zogen auf ein Paraliel-Coordinatensystem, 
sein müssen, wenn a und h die Lfingen- 
zaUen der Abschnitte AM ^ AM^ und 
AN ^ AN^ bedeuten, weil durch die- 
selben die Lagen der zugehörigen Punkte 
ToUkonimen bestimmt sind. 

Statt durch Parallel-Coordinaten pflegt man 
einen Punkt p (Fig. 5) auch wohl dadurch zu 
Sxiren, dass man die Länge der Graden AP, 
welche denselben mit dem Endpunkte A einer ' 
festen Achse AX verbindet, und gleichzeitig die 
Grösse des Winkels FAX angiebt. Man nennt 
dann AP dea Radius vector oder Fahrstrahl 
und PÄX den Winkel des Punktes P, bezogen 
auf ein Polar-Goordinatensystem, dessen Achse die AX, 
dessen Pol der feste Punkt A ist. 

Fallen Pol und Anfang, Achse und Abscissen-Linie eines po- 
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laren und parallelen Systems '^) (Fig. 5) auf einander, dann existiren 
zwischen den polaren und parallelen Coordinaten eines Punktes P 
die Relationen: 

1) a? = AQ = r sin^p. 

* 2) y = PQ = r cos<p. 

3) r = ]/a;2 ^ y2 

4) (p = arc (tg = 1-). 

Hieraus folgt, dass, wenn y = f(x) oder Fix^ y) = die 
Gleichung einer Curve bezogen auf ein orthogonales System war, 
r sin (p = f{r cos <f) oder -F (r cos <p, r sin ^) = die Gleichung 
der nämlichen Curve bezogen auf ein polares System sein muss, 
welches gegen ersteres die vorhin vorausgesetzte Lage hat; und folgt 
umgekehrt, dass , wenn r = /(cp) oder F{r, ^) =^ die Polar- 
gleichung war, "j/aj^ 4"^^ ==^ / 1 *^® (^S = ) 1 

oder J^r^/aj^-fya^ arc (tg = •^)\ = 

die Gleichung fär ein rechtwinkeliges ParaUel-Coordinatensystem ist. 

Zwischen zwei Punkten . ist nur eine grade Linie denkbar; 
darum muss es möglich sein, aus den Coordinaten der ersteren die 
Länge der letzteren zu berechnen. Und in der Thai findet man sehr 
leicht nach einem bekannten trigonometrischen Satze: 

5) <? = l/(xj— Xi)J + (y,— ^i)» 

6) d = Vr^-{-r^ — 2r, r^ cos(<p2— «p^) 

wenn d die gradlinige Entfernung zweier Punkte bedeutet, deren 
orthogonale Coordinaten x^, y^ und x^y y^^ deren polare Coordi- 
naten r^f f ^ und r^i cpj sind. 

Femer ist ein Dreieck so wie auch jedes andere Vieleck be- 
stimmt, wenn die Eckpunkte desselben gegeben sind; darum wird 
man im Stande sein müssen, aus den Coordinaten der letzteren den 
Inhalt des ersteren zu finden. 



*) Der Einfachheit halber nehmen "wir den Coordinatenwinkel TAX x=: 90^ 
wie solches im Folgenden stets der Fall sein soll, wenn nicht ansdrüoklich das 
Gegentheil bemerkt wurde. 
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So erhHlt man z. B. für ein Dreieck 
MNO (Figi 6), wenn die orthogonalen 
C^oordinaten seiner Eckpunkte bezüglicli 
nnit iCj, y,j iCj, y^\ x^, ^3 bezeichnet 
werdeiij ans: 

MNO = MiMNNi + NiNOOt 
— MiMOOi 

Fläche = 



odär nach einigen Reducdonen: 

f yi^2 — a^iyj 
■ 7) Fläche = |^-i-yjiC3—Xjy3 

Fär ein nEck findet sich anf demselben Wege; 



1 +■ ■ -■ 




1+»— i"-- 





8) Fl&che = I 



War der Coördinatenwinkel nicht gleich 90", etwa = ^ , bo 
fand die. rechten Seiten in 7 und 8 noch mit Bin^ zu multipliciren. 

FUr die geometrische Betrachtung, durch welche man zu den 
Formeln 7 und 8 kommt, ist es nothwendig, daBs das Coordinaten- 
B^stem gegen das zu berechnende Vieleck eine solche Lage hat, 
dass keine Seite dea letzteren irgend . eine der Ächaen des ersteren 
schneidet, weil sonst die Zerlegung in Paralleltrapeze nicht aus- 
geführt werden kann. Trotzdem haben 7 und 8 ganz allgemeine 
Gültigkeit; denn tritt der eben angedeutete Fall ein, so darf man 
znuächst nur die Achsen dea Systems parallel ibrer ersten Lage so 
wdt Terschieben, bis dasselbe ausser aller Gemeinschaft mit dem 
gegebenen Vielecke gekommen ist. Diese Äenderung des Coordi- 
natensystems wird natürlich auch eine entsprechende Äenderung der 
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gegebenen Gleicbangen der Eckpunkte nach sich ziehen, die 
darum vom allgemeinBten Standpunkte aus untetsuchen wollen, «i 
in dem Folgenden sehr hHufig von einer solchen sogenannten 
ordinaten-Trausfonnation Gebrauch sni machen ist 

Von einem System YAX 
(Fig. 7) soll man zu einem Systeme Fig- 7. 

Y^A^X^ übergehen, welches in 
Bezug auf ersteres die folgende 
Lage hat: Die Coordinaten des 
neuen Anfangs ^j sind AM :^= a, 
MA^ = h; die neuen Achsen 
schliessen mit der alten XAchse 
die Winkel Z,^i(X) = a und 
r,^i (X) != a, ein, (X, (X) 
wird parallel AX vorausgesetzt) I 

so dasa der Coordinatenwinkel des nenen Systems ^ Oj — a, w8b-' 
rend der des ursprünglichen ^ cp ist. Bezeichnet man nun dla 
Coordinaten eines Punktes P in Bezug auf das nrsprUngliche System 
mit X, y\ in Bezug auf da« neue mit x^, y^ , so dass AQ = x, 
QP = y, A^Q^ =iC,, Q,^P ^= y^ sein muas, dann ergeben sict 
zwischen den letzten vier Grössen die folgenden Gleichungen: 

9) x = ACl = AM-\-A^K-\-ÜiS = 



o + 



a, am (y — a)-f~yi ^"' ty — «i) 



10) y = PQ = ^,Jf+i:Q, 4-SP=64- 



aüj sina-l'yi """i 
sin (p 



Wenn also die Gleichung einer Linie, bezogen auf das System 
YAX : F(x, y) = war, dann wird die GleicI^ung derselben Linie, 
bezogen auf das System Y^A^X^: 

F\a-\- i^t «'"(■P — tt) + yi «'"(t — «i) 
L sin tp ' 

j _r_ gi8ip« + yi ein gl 1 ^ ^ 
"• sin« J 



Kehren wir nnn zu der In- 
laltsberechnting zm-tick. Für 
las Dreieck MNO (Fig. 8) find« 
etwa statt: 

Aar, =«„ JW, =y,; 

-4f» =«.. 00, =y,; 
so 4pbi die Gleichungen der 
drei ll^puiikte, belogen auf das 
Syst^t y-^^. der Reihe nach 



ly = - yt ly = + Ja ly = — ys 

Ans vorhin schon angegebenen Grttnden gehen wir zum Sjstem 
TiA^Xi Aber, dessen Achaen denen des ursprünglichen Systems 
parallel sind, dessen Anfangspunkt A, durch die Gleichungen: 
a; = — f [AiP), y = — h{AP] (im vorliegenden Fall musa -j 
mindestens gleich AM,, 5 mindestens gleich MM, sein) bestimmt 
sein möge. Die transformirenden Ausdrücke 9 und 10 gehen jetzt, 
weil /p = 90", a = 0», a, = 90», a = — f und J = — 5 
wird, in 

it = - -r + X-) 

und die gegebenen Gleichungen der Eckpunkte demnach in: 

''\r=i-y,' "(y = S+ji' "17=8-5,' 
ttber. Hieraus erhsit nun iUr den liihalt des Dreiecks MNO: 



.-[ 



(r+it,) (S-j,) - (8+y,) (1— !c,)l 
l+(Y-«i) (S-J.) - (8-Ji) {-t+M 



*) um TenrBcbMltmgm m Tcomeiden, nnd dia Coordinatea < 
in B«iag auf du neue Sjttem mit JC and F bezeiohnet 
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oder wenn ausmultiplicirt und reducirt wird: 

4" »2 -3^3 — i—yz)'^2 
4-(— y3)-(— a?i) — (— yi)-^3 



Dieses Resultat ist aber völlig Übereinstimmend mit demjenigen^ 
welches aus 7 folgt, wenn statt der sechs Coordinaten ihre > augen- 
blicklichen Werthe substituirt werden. Hieraus ist zu schliessen, 
dass man sich der Formeln in 7 und 8 bedienen darf, wie auch 
das Coordinatensystem gegen das Vieleck gelegen sein möge. 



Cap. 2. 
Die Grade. 



X. Qleickung der Graden. Demjenigen Begriffe, den w 
von einer Graden haben, zufolge, wird für irgend welche Punkte 
P, P, , Pj u. s. w. (Pig. 9) derselben 
stattfinden müssen, wenn PR, PiRy, Fig. 9. 

P^Rl <!■ s. w. ihre orthogonalen Co- 
ordinaten bedeuten, dasa die Verhält- 
PR P.E. P,E, 

•^= ■QÄ'-ößr'"5Äf "■^•^- 

den nämlichen nnverSnderlichen Wertb 
tg(P2Q-X) = tg{o) haben. Diese Be- 
merkung liefert sofort die allgemeine 
Relation zwischen den Coordinaten ir- 
gend einea Punktes der Graden: 

ITfJcl = 's« 

oder: y =. x tga -}- tga . AQ 

und wenn der Kürze halber: tga = o, ÄS = 6, also: AQ =i 

- — gesetzt wird: 

1) y = (ae-\-b. 

Die rechte Seite letzter Gleichung stellt also die Länge der 
Ordinate irgend eines Punktes einer Graden von obiger Lage dar; 
mit Hülfe der Gleichung 1 lassen sich demnach zu willkürlich 
gewählten Ähscisse^ die zugehörigen Ordinalen berechnen; lässt sich 
jede beliebige Anzahl von Punkten der Graden festlegen; lässt sich 
demnach die Grade selbst verzeichnen. Darum ist: , 
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y = ax-X-h die Gleichmig einer Graden, welche mit der 
X Achse einen Winkel = a einachlieaat , dessen trigoiB>- 
metrische Tangeute == a ist, und welche auf der positiven 
yAchse h Längeneinheiten abschneidet. 

Demnach bedeutet y ^ 
■J- 1/3 . a; + 4 eine Grade G Flg. 10. 

(Fig. 10), welche zur XAchse 
unter einem Winkel von 30" 
geneigt ist und auf der po- 
sitiven yAchse 4 Längen- 
einheiten abschneidet; 

bedeutet y ^^x eine Grade 
Gl (Fig. 10), welche durch 
den Anfangspunkt des Coor- 
dinatensy Sterns unter einem 
Winkel von 45» verläuft; ! 

bedeutet y =x ^3 — 3 
eine Grade Gj (Fig. 10), welche mit der yAchse eioeo Winkel 
von 600 einscbliesst und auf der negativen yAchse 3 Lltngenein- 
heiten abschneidet. 

IL Grade und Punkt Die Gleichung der Graden enthält 
ausser den veränderlichen Coordinaten irgend eines ihrer Punkte 
nur die Constanten a und b. Die Richtigkeit dieses Resultates liess 
sich im Voraus erkennen; denn weil eine Grade sich von einer 
zweiten nur durch ihre Lage unterscheidet, so folgt, dass in der 
Gleichung derselben ausser den Variabeln x und y nur diejenigen 
Grössen enthalten sein können, welche die Lage der zu unter- 
suchenden Graden bestimmen; das sind aber, wie man leicht erkennt, 
a nnd b, oder, wenn man will, a ^ tg a und b. Anders gestaltet 
eich aber die Gleichung der Graden in Bezug auf die in ihr ent- 
haltenen Constanten, wenn dieselbe durch einen gegebenen Punkt 
verlaufen soll; denn jetzt darf nur noch entweder der Winkel mit 
der Abscissen-, oder der Abschnitt auf der Ordinalen -Achse 
gegeben sein, um die Grade festlegen zu können. Die Gleichung 
derselben wird also enthalten müssen : entweder die Coordinaten des 
gegebenen -Punktes und a, oder jene Coordinaten und b. Man 
kommt zu derselben auf folgendem Wege: Werden die Coordinaten 
irgend eines Punktes P mit x^, y^ bezeichnet, so wird derselbe 
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ausserhalb einer Graden G (Fig. 11) 
der Gleichung y = ax-\'h oder in ''S- H- 

dieselbe fallen, je nachdem die Ordi- 
nate des Punktes P sich von der 
Ordinate des Punktes der Graden, 
welcher zu der gegebenen Äbseisse a^j 
gehört, tinterecheidet oder nicht. Diese 
letztere Ordinate ist aber axy -}-&; 

ist also: y^ |^ aa?! -{- Ä, so liegt P 

ausserhalb der Graden G; ist y, = 
otCi -\- b, so fällt P in G. 

Diese zuletzt erhaltene Bedingungsgleicbung dafür, dass ein 
Punkt P in einer Graden G liegt, kann man zur Lösung dreier 
Aufgaben bentitzen: 

entweder man berechnet aus ihr y^, wenn a, h und ic,; 
' oder berechnet b, wenn a^p ^i und a; 
oder berechnet a, wenn Xj, j/j und h 
gegeben sind. Für vorliegende Untersuchung sind ofi'enbar nur die 
beiden letzteren Fälle zu berücksichtigen; soll nämlich 

a) die Grade Cr durch einen Punkt F {x^, y^) verlaufen und 
mit der XAchse einen Winkel einschliessen , dessen Tan- 
gente = a ist, so hat man ans jener Bedingnngsgleichung 
b zu entnehmen: 

J = j/l — 0*1 
und erhSlt als Gleichung der Graden: 

y = oic -\-yf — aXf 
oder: 2) y — jj = a (x — a;,) 
soll ß) die Grade G durch den Punkt P geben und auf d^r po- 
sitiven TAchse b Längeneinheiten abschneiden, so erhält 
man n^it Rücksicht auf den aus der Bedingtingsgleicbung 
ffir a zu berechnenden Werth: 

als Gleichung jener Graden: ' ^ 

3) s, = 5ü^« + S. 

Bralla, AimL Gaom. d. E. 3 
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Beispiel: Die Gleichung einer Graden, welche durch den Punkt 
( — 2, -[- 3) verläuft und mit der X Achse einen Winkel von 
120^- einschliesst, soll hergestellt werden. 
Alsdann ist: x^ = —2y yi=-f.3, a = tg (120«) = — cotg(300) 
= — ]/3 , folglich 6 = 3 — 2 ]/3 , so dass die gesuchte Glei- 
chung heifist: 

y == — a? |/3 + (3 — 21/3). 
Beispiel: Die Gleichung einer Graden, welche durch den Punkt 
(-|-4, — 7) geht und auf der negativen YAchse 3 Längen- 
einheiten abschneidet, soll gefunden werden. 
Für diesen Fall ist: a;j = -{-4, y^ = — 7, 6= — 3, denmach: 

— 7 + 3 ' 

a = 7^ — = — 1. 

4 

Die Gleichung heisst also: y = — x — 3. 

III. Grade und zwei Punkte. Durch zwei ihrer Punkte 
ist die Lage einer Graden bekanntlich bestinunt; die Gleichung einer 
so festgelegten Graden wird daher ausser den gegebenen Coordinaten 
jener beiden Punkte keine anderen Constanten enthalten können. 
Man erhält erstere, wenn man die vorhin angestellten Betrachtungen 
über die Bedingungen fUr die Coordinaten eines Punktes, wenn der- 
selbe in einer gegebenen Graden liegen soll, folgendermaassen benutzt. 

Zwei Punkte P^ und P^ liegen , wie vorhin gezeigt wurde, 
in einer Graden O der Gleichung: ~y = aaj-|-5, wenn ihre Co- 
ordinaten, die bezüglich {x^^ y^) und {x^^ y^) ^^^^ mögen, den 
Bedingungsgleichungen : 

yi = aa?i 4- 6, y^ = 0X2 -^-h 
genügen. So wie nun einmal aus letzteren Gleichungen y^ und y^ 
zu berechnen sind, wenn a, 6, x^ und a?2 gegeben waren, so hat 
man einandermal a und 6 aus ihnen zu entnehmen, wenn, wie das 
augenblicklich der Fall ist, die Grade durch zwei gegebene Punkte 
verlaufen soll. Man erhält aber: 

q^ yi— y2 ^ fc ^ y2^i—yi^2 

Demnach ist die verlangte Gleichung: 

»*/4 •*/2 \ vU^ 



welche geiröhnlich in der Fonn: 

gegeben su werden pflegt. 

Beispiel: Eine Grade geht durch die Punkte ( — I, -|-3), (-f-2, 
— 6); ihre Gleichung zu bestimmen. 
Man hat oifenbar: a;, = — !, aij = -^ 2 
ffi = +.3. J/2 = -6 
erhlllt Alfio die Gleichung: 



SI-3 = -5±i5(.+ l) 



oder: J/ ^ — 3iB 

d. h. die Grade geht durch den Anfangspunkt des CoordinafenHystems 
und schliefst mit der XAchae einen Winkel ein, deseen trigonome- 
trische Tangente = — 3 ist. 

IV. Zwei Grade. Sind zwei Grade G und (?, durch ihre 
Gleichungen gegeben: 

1/ = ax-\-b {G), y = a,(i:-f-6, (^i) 
Bo dass also itirFig. 12: a = 

tg(G, X), ffl, = tg(Ö„ X), Fi?- 12- 

6 = AS, 6i == ASi ist, so 
sind dieselben ihrer Lage nach 
bestimmt. Von der Lage der 
Graden hängt aber die Lage 
ihres Durchschnittapunktes ab; 
darum muss es möglich sein, 
aus den Gleichungen der Gra- 
den die Coordinaten ihres 
Durchschnittepunktes zu be- 
rechnen. Bezeichnet man. diese 

noch anbekannten Grössen mit x^,y^, ao werden dieselben, weil der 
zugehörige Punkt in beiden Graden liegen soll, den Gleichungen: 

i/i ^ ax^ -f- 6 und y, = a,x, -|- Ä, 
genügen müaaen. Hieraus folgt aber: 
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a- — aj '^^ a — a^ 

Für den Winkel der beiden Graden (er möge kurzweg mit 8 
bezeichnet werden) findet oflPenbar statt: 

ZLS = L{Gi, (?) = Z.(ö, X) - Z(ö„ X) 

Al8o- tcS- *S(g.^-tg(gi,^ 
Also. tg8- j^^g^^^^j^g^^^ ,^) 

und wegen: tg (6r, X) = a, tg(6rj,Z) = aj 

a — a 



tg(8) = -^T-^: 



Aus diesem Resultate lassen sich zwei Consequenzen ziehen, 
deren wir uns in den folgenden Rechnungen häufig bedienen werden: 

a) Ist a == a< , so wird a — a* , also auch -—t ^ = 

tg8 = 0; hieraus folgt 8 = 0, oder, was dasselbe sagt, 
Parallelismus der beiden Graden O und O^, 

Die Gleichungen zweier parallelen Graden 
sind also: 

ly = flK» + 6 

ö) Ist 1 -]- aa. = 0, also Ua = , so wird —— j ^ 

= tg 8 unendlich gross, folglich 8 = 90®, d. h. ff und 
(tj stehen winkelrecht zu einander. Soll demnach umgekehrt 
(t-LÖj stattfinden, so muss 1 -j-aa^ = 0, d. i. a^ = 

1 . 

= sem. 

a 

Die Gleichungen zweier senkrechten Graden 

sind also: 

jy = aoj -}- 6 
6) 



{w == aoj + ö 
2^ =— — i» + &i 



Beispiel: Die senkrechte Entfernung eines Punktes (aj^, y^) 
von einer Graden Q der Gleichung: y = occ-}- 6 zu be- 
rechnen. 



21 

Irgend eine Senkrechte zq y ^ ax-\-h ist nach IV, 6:1/ = 
X -j- &j ; folglich wird nach II, 2 die Gleichung derjenigen Nor- 
malen, welche durch den Punkt P{x^,y^) verläuft, sein: y — y^ = 
(x — x^). Nennt man den Durchschnittapunkt dieser Nor- 
malen und 4er gegebenen Graden: X, Y, so hat man die Werthe 
dieser noch unbekannten Coordinaten aus den beiden Gleichungen: 

Y=aXJ^h 

Y-y,=~-^i,X-x,) 
zu berechnen. Man findet: 



X^ 



q(yi — ftj + a'i 



Y = 



«(«yi+»i)+ft 

Die verlangte Entfernung e ist demnach: 






Beisp iel: Durch die beiden PunktePi( — 2,-{-5) und Pj (-|-3, — 1) 
ist eine Grade G, durch den Punkt P^ (-)- 5, -f- 4) eine Grade 
ff, II G gelegt; die senk- Pig- 13. 

rechte Entfernung der 
beiden ParflUelen soll be- 
rechnetwerden (Fig. 13). 

Nach III. wird die Gleichung 
der G sein: 
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oder: y = ?- ^ H — r- • (G^)* 

Irgend eine Parallele zu G hat nach lY. die Gleichung: 

folglich ist die Gleichung der Gi'. 

y—i= -(x — b) 

oder; y = r- o; -{- 10 • (ff j). 

o 

Eine Grade Cr 2 > welche zu G und Cr^ gleichzeitig senkrecht 
steht, im Uebrigen aber eine beliebige Lage hat, muss nach lY.: 

sein, wenn S der unbestimmt gelassene Abschnitt dieser Normalen auf 
der FAchse ist. Augenommen nun, dass G und G2 sich in einem 
Punkte P4 (a?i, y^), G^ und (rj in einem Punkte P5 («j» ^2) 
schneiden, hat man zur Bestimmung der Grössen x^^ y^ die Glei- 
chungen : 

6 , 13 

yi = y a?! + 8 

> 

der Grössen x^ und yj • 

" ß 
yj = — — ojj-f 10 

^2 = -ß- '^'2 + 8- 

Aus den beiden ersten' Gleichungen folgt: 

_ 78 — 308 _ 65 + 36 

aus den beiden zweiten: 



Für die gesacbte senkrechte Entfernung P^P^ = e erhält man 



•«/ /78— 308 300— 308 y . / 65-f 3fi8 250 + 368 ^ 
' "V 61 61 / ^"V 61 61 / 



= >""■'' + "" = 4,73736.... 

V. Die Grade in Bezug auf ein schiefwinkeliges 
Coordinatensyatem. Wird der 

Coordinatenvinkel YAX (Fig. 14) Pig. u. 

mit (p, der Winkel der Graden und 
XAchae mit a bezeichnet, dann ist 
die Länge irgend einer Ordinate PQ, 
PiQi U.S.W, aus der Gleichung: 



x-^ÄR 8in(tp — a) 

zu entnehmen. Hieraus erhält man, 

wenn statt AB der Abschnitt AS 

=: b eingeführt, wird, als Gleichung einer Graden bezogen auC ein 

beliebiges Coordinatensystem: 

7) y = X —. -4- b. 

' " sin {(p — a) ' 

Durch Betrachtungen, ganz analog denen in II. und III., kommt 
man sofort zu den weiteren Resultaten , daEs die Gleichung einer 
Graden, welche mit der X Achse den Winkel a einschliesst und 
durch einen Funkt x., y, verläuft: 



daaa die Gleichung einer Graden, die durch zwei gegebene Punkte 
X|, y, und Xj, y^ geht: 
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sein muss. 

Sind: 

\{i) y = mic ^ h (G) 

11) y = m^x + 61 (Gl) 

die Gleichungen zweier Graden O und ffp bezogen auf ein System 
des Winkels <p, welche mit der X Achse resp. die L^L,fi und a^ 
einschliessen^ so muss: 

.^. sin a sin a* 

12) m = -7— 7 r-, m^ = -r-7 ^ 

sm(jp-^a) sin(<p — a^) 

sein. Ftlr den Winkel 8, unter welchem sich G und G^ schneiden 
mögen, erhält man demnach aus: 

8 = ^1 — Ol 

zunächst: tg8 = ^g«i — *g« 

1 -f- tga^ tga 

und weil aus 12: 

m sino ^ m« sincp 

tga = vn ^'^ — > ^g«! = . I — 

1 -f- w cos<p . 1 -|- n»! C0S9 

- - , , ^ m 4 sin OD — m sino 

folgt: tg8 = -^-5- ^ }- ^r- . 

1 -|- m cos^ -j- m^ cos^ -j- mm^ 

Die Graden werden also parallel laufen, wenn m^ sincp = m sin f, 
d. i. wenn ^1^^=^^, stattfindet; sie werden winkelrecht zu einander 
liegen, wenn: 

1 -|- m cos^ -}- mj (m -|- cosf) = 

, . 1 -4- TU cos CD 

d. 1. wenn: m^ = -^ ^ 

m -|- cos ^ 

ist. 

Die Gleichungen zweier paralleler Graden sind demnach: 

n)\y = '^-\\ 

die Gleichungen zweier senkrechter Graden: 



/ = mx -j- 8 



• I 1 + m C08 (p , , 

l V = *—. i aj + o,. 

m -{- cos(p 

Beispiel: Es soll bewiesen werden, p 

dass sich die von den Eck- 
punkten eines Dreiecks nach 
den gegenüber! i egendenSeiten 
. gezogenen Normalen inEinem 
Punkte schneiden (Fig. 15). 
Nimmt man A als ADfong, ^Cals 

Abscissen-, AB als Ordinalen- Achse, 

bezeichnet wieder Z.BAC mit f, dann 

sind die Gleichungen der Punkte .Bu. 6': 

Demnach ist die Gleichung der BC: 

also die der Senkrechten AA^: 

S —f cos« ... . 

Und weiter folgt aus: 
Gleichung der BB^ : 



^^{: 



(7,: 



\y = ' ' \y = +p CO.,. 

Oleicfanng der CC^ : 

y = — coflfp a! 4- p costp (Cüj). 
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Demnach schneiden sich die AA^ und BB^ in einem Punkte 
Py für dessen Coordinaten x^, y^ aus: 

V, = — ~ — ' ^ a?, und Vi = »i + T 

^* ß cos<p — Y ®^? 



gewonnen wird: 



a; 



COSCp (y ß C08(p) 

1 — :n:2Z — — 



sm^f 



cos <p (p — Y cos ^) 

und schneiden sich ^^| und CC^ in einem Punkte P^, für dessen 
Coordinaten a;2» ^2 ^^'^^ 

ß — Y coso , , o 

^2 = — Q ^ J _^ ^2 «»d yj = — COSCp a?j + ß C0S9 

folgt: 

cos 9 (y — ß cos 9) 



X 



2 (Sin^^ 



cos 9 (ß — Y ^^^ ?) 

^2 — ^i^2^ 



Es ist also: x^ = x^ und y^ == y^ ; die Punkte P und P^ 
fallen darum aufeinander, oder, was dasselbe sagt, AA^j BB^ und 
CC| schneiden sich im nämlichen Punkte. 



Der Kreis. 



I. Gleiohnng des Kreises. Bereits in der Planimetrie 
erklärt man den Kreia als eine solche Linie, deren aSmmtliche 
Funkte von einem festen Punkte gleich weit entfernt sind. -Diese 
unverfinderliche Entfernung wird der Radius , der feste Punkt Cen- 
tmm oder Mittelpunkt der Kreislinie genannt. 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dass Lage und Grösse 
eines Kreises nur von der Lage des Mittelpunktes und der Grösse 
des Radius abhSngig sind, dass also, wenn die Coordinaten des 
ersteren mit a und b, der Halbmesser mit r bezeichnet wird, in 
der herzustellenden Kreisgleichung ausser x und y nur die Con- 
etanten a, b und r enthalten sein können. Beziehen> wir nun, um 
letztere zu bekommen, irgend 

welche Punkte Q, V, R u.s.w. Fig. 18. 

(Fig. 16) einer Kreislinie, deren 
Mittelpunkt M ist, auf ein be- 
liebiges rechtwinkeliges Coor- 
dinatensystem ; die Ordinalen 
jener Punkte schneiden den 
Kreis zweimal, so dass im All- 
gemeinen zu jeder Abscisse eines 
Kreispunktes zwei ihrer Länge 
nach verschiedene Ordinaten ge- 
hören. Die letzteren stehen 
jedoch in einer bestimmten Be- 
ziehung zu einander; denn weil, 

KE\\ AX vorausgesetzt, IV, = rQ„ UV = f/F„ SR = ÄÄ, 
sein muss, so sind dieselben der Reihe nach durch die Ausdrücke: 
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b ±TQ, h ± ITfT, b ± SR u. s. w. 

dargestellt. Die zweiten Theile dieser algebraischen Summen: TQ, 
UV, SR u. s. w, haben einen veränderlichen Werth, welcher sich 
nach der jedesmaligen Lage des zugehörigen Ereispunkts richtet, 
der also, weil der Punkt durch seine Abscisse bestimmt ist, eine 
Function der Variabeln x sein muss. 

Die Form der letzteren ist leicht zu bestimmen; denn wenn 
man bedenkt, dass TQ, Z7F, i?Su. s.w. Katheten rechtwinkeliger Drei- 
ecke sind, deren Hypotenuse = r ist, während die zweiten Katheten : 

a — AN, AO — a, AS — a u. s. w. 

die Werthe (a — x) oder {x — a) haben , so findet man für die- 
selbe entweder "[/r^ — (a — x)^ oder ^/r^ — (sc — a)^. Die Länge 
jeder Ordinate eines Kreispunktgs ist also durch: 

1) y = b ± yr^ —{x — a)2 

dargestellt ; darum muss 1 die Gleichung einer Elreislinie sein, deren 
Mittelpunkts-Coordinaten gleich a und b, deren Radius gleich r ist. 
Man pflegt^ dieselbe in den meisten Fällen auf die Form: 

2) (y — 6)2 + (aj — a)2 = r2 

oder, wenn man quadrirt und der Kürze halber: — 2b = B, 
— 2a = Ä, a^ ^ J2 — ^2 -— (j g^tzt, auf: 

3) x^ -{-y^ + Ax-\- By -^ C = 

ZU bringen. 

Aus diesen so erhaltenen Kreisgleichungen folgt: 
a) weil sich flir y in Gleichung 1 zwei reelle und ungleiche, 
zwei reelle und gleiche, zwei imaginaire und ungleiche 
Werthe ergeben, je nachdem: 

r^ = {x — a)2 oder t = -^ {x — a) 

ist , so gehören zu jedem x innerhalb der Grenzen a -\- r 
und a — r zwei, zu a; = a + ^ ein, zu a; > a -}- r oder 
x <^ a — r keine Curvenpunkte. Dieses Resultat Hess sich 
auch direct, durch eine geometrische Betrachtung, ge- 
winnen. 
P) weil Gleichung 3 ausser den Variabein x und y nur die 
drei Constanten Af B und C enthält, so muss ein Kreis 
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seiner Lage und Grösse nach bestimmt sein, wenn so viele 
seiner Elemente gegeben sind, dass sich aus ihnen jene drei 
Grössen berechnen lassen. Unter anderen würden demnach 
irgend drei ihrer Punkte: Pi(a?i,yi), P^^^iiVi) "^^ 
P^ix^^y^) ddQ Kreislinie festlegen, weil die drei Glei- 
chungen : 

^^ + vi + ^«^2 + %2 + C= 
«^3^ + Vz^ + ^3 + %3 + 6^= 

die Werthe der bislang noch Unbekannten A^ B und C 
vollkommen bestimmen. So findet sich z. B. für: 
Pj(aj = — 2, y = +3), Pj (aj = + 1, y = -f 5) 
undP3(aj = -|-4, y=~2) 
aus den Gleichungen: 

i3 _ 2A -{- 3J5 + C= 
26+j1 + 5P+C=0 
20 -f 4il — 2B + C= 

-ä = — ff-, J5 = — y, C = — ^8 , demnach: 

a=— Y=l|i, 6 = — — =1tV und 

r =.l/a2-f b2 — C = 3,9. 

Die drei Punkte bestimmen also einen Kreis, dessen Halb- 
messer 3,9 ; dessen Mittelpunktscoordinaten 1|-|- und 1-j^ sind. 
Unter allen möglichen Lagen des Coordinatensystems gegen die 
Kreislinie pflegt man die beiden folgenden^ besonders hervorzuheben, 
weil die entsprechenden Gleichungen ihrer kurzen Form halber für 
die Rechnung sehr praktisch sind. Legt man erstens die Abscissen- 
Achse durch den Mittelpunkt, während die Ordinalen - Achse die 
Curve tangirt, so dass das a der Gleichung 2 in r, das 5 in ttber- 
gehen muss, dann ergiebt sich als sogenannte Scheitelgleichung 
des Kreises: 

4) y^ =z 2rx — x^. 

Uifd fallt zweitens der Anfang des Systems mit dem Centrum 
zusammen, so folgt aus 2 für a = & = als sogenannte Mittel- 
punkts- Gleichung: 

5) «2 ^ y2 -— ^2, 
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II. Tangente an Kreis. Die Gleichung einer Graden, 
welche durch irgend zwei Punkte: P^ {x^y y^) und P^ {X2, ^2) ^^' 
läuft, ist nach Cap. 2. lU.: 

Soll diese Linie diejenige Secante sein, welche einen Kreis der 
Gleichung x^ -\- y^ = r^ in P^ und Pj schneidet, dann müssen 
die Coordinaten der letzten Punkte den Bedingungen: 

2) x^ -|" Vi^ = ^^ ^^^ ^2 "{" yi' ^^ ^^ 
d. i. 3) j/i =x= yr'^ — x^ und y^ = Yr^ — x^ 

I 

Genüge leisten. Demnach ist die allgemeine Secanten-Gleichung : 



4) y-V.-rZ:^= Vr»-x,»-]/r^-x,» ^^ _ ^^^ 



X 4 ' Xn 



aus welcher offenhar die Gleichung einer geometrischen Tangente 
an den Kreis im Punkte x^^y^ werden muss, wenn statt X2* x^ 
eingesetzt, d. h. wenn angenommen wird, Pj ^^^^ ^^ '^i zusammen. 
Diese Substitution bringt den ersten Factor der rechten Seite in 
Gleichung 4 zunächst auf die unbestinunte Form -^, welche im 
vorliegenden Fall dadurch umgangen werden kann, dass Zähler und 

Nenner mit ^/r^ — x^^ -j- j/r^ — x^ multiplicirt werden. Dieses 
giebt : 

woraus für a?^ == ccj • 

6) yyi +xx^ =r^ 

als Gleichung derjenigen Graden folgt, welche den gegebenen Kreis 
im Punkte x^^y^ tangirt. 

Im Allgemeinen sucht man aus der Gleichung einer Tangente 
dadurch ihre Construction abzuleiten, dass man denjenigen Punkt 
fixirt, in welchem dieselbe durch die X oder yAchse geht. Der 
so erhaltene Durchschnittspunkt in Verbindung mit dem gegebenen 
Berührungspunkte bestimmen die Lage der tangirenden Graden yoII- 
kommen. In solchen Fällen jedoch, in welchen sich für die Ab- 
scisse oder Ordinate des Durchgangspunktes durch die X oder 
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Y Achse WerÜie erg&ben, deren geometriBche DarstelluDg nicht ohne 
Schwierigkeiten ist, pflegt inim in folgender Weise die Tangente 
festznlegeo. 

Liegt die NN (Fig. 17) senk- 
recht 2ur Berührungsgraden TT an ^^' ^^' 
die Cnrveii/ im Punkte P(a;,,y,),- 
dann nennt man NN kuizneg die 
Normale der Cnrve; ihre Gleichung 
mnsB, ist die der Tangente: 

7) y = px-\-q (TT) 

nach Cap. 2, lY und lU: 

8) y-y, ^ 

Bein. Anstatt non direct die berührende Grade zu constmiren, kann 
man mit Hälfe ihrer Gleichung zunächst die Normale zu bestimmen 
suchen; aus der Lage der letzteren folgt dann die der ersteren un- 
mittelbar. 

Ist aber auch dieses Yerfabren nicht einfach genug, dann hat 
man eine der vier Lflngen: BQ, QS, BP, PS zu berechnen und 
mit Rücksicht auf den gefundenen Werlh entweder den Punkt B 
oder S zu fixiren. Diesen vier Abschnitten, weil sie in der Theorie 
der Tangenten so hÜuSg verwendet werden, hat man besondere Be- 
zeichnungen gegeben, und zwar wird: 

RQ die Subtangente, 

QS die Subnormale, 

BP die Lange der Tangente, 

PS die Länge der Normalen 
genannt Sind 7 und 8 bezüglich die Gleichungen der Tan- 
gente imd Normale, dann findet man leicht: 

AB = — -^, demnach: Subtg = x. 4- -S. = ^l+£; 

Aß = a:, +pyi, demnach: Subnrl = x, +pyj — a;, = pt/i ; 



Länge der Tangente oder kurzweg: Tangs = f y^ -\- f ^ — ■ ■ 1 ; 
Länge der Normale oder kurzweg: Nrl = j/yi* '{'P^y^' 
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Für den speciellen Fall einer Elreislinie der Gleichung x^ -|- y^ 
== r^ folgt aus ihrer Tangentengleichung (6), welche auch auf die 
Form: 

gebracht werden kann, dass die Gleichung ihrer Normalen im Punkte 

10) y = |^ SB 

sein muss. Hiermit ist schon der directe Beweis flir den bekannten 
Elementar-Satz geliefert, dass die Normale durch den Mittelpunkt 
des Kreises verlaufen muss; denn die Grade letzterer Gleichung 
geht offenbar durch den Anfang des Systems und dieser fallt mit 
dem Centrum unserer Curve zusammen. Für unsere augenblickliche 
Betrachtung ist es demnach überflüssig, die Längen der obigen 
Abschnitte zu berechnen, fbr welche übrigens mit geringer Mühe 
gefunden wird: 

Subtg = ^, Subnrl = x^ , Tangs = -^, Nrl = r , 

Xf X4 

weil aus der eben nachgewiesenen Eigenschaft der Normale sich 
ihre Lage ohne Weiteres ergiebt. 

IIL Die conjugirten Durchmesser des Kreises. Ist 
die Gleichung einer Curve, bezogen auf irgend ein Coordinaten- 
system, gefunden, so lässt sich leicht, wie schon früher bemerkt 
wurde, die Gleichung derselben Linie in Bezug auf irgend ein an- 
deres, polares oder paralleles System mit Hülfe der in Cap. 1 
entwickelten Formeln 1, 2, 9 und 10 bestimmen. Die Werthe, 
welche nach 9 und 10 statt a? und y zu substituiren sind, enthalten 
die Repräsentanten x^ und y^ der Coordinaten irgend eines Punktes 
der gegebenen Curve in Bezug auf das neue System nur in der 
ersten Potenz; hieraus folgt, dass die Einsetzung jener Ausdrücke 
in irgend eine Gleichung den Grad der letzteren nicht verändern 
kann. So ist z. B. als Gleichung der Kreislinie in Fig. 1 6 eine 
Function zweiten Grades gefunden worden, welche Eigenschaft keines- 
wegs durch die damalige Lage der Achsen gegen den Kreis bedingt 
ist, sondern ganz allgemein fQr jedes Parallel-Coordinatensystem exi- 
stiren muss. 
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Eine etwaige Transformation der Coordinaten kann alao nur 
die Constanten der gegebenen Gleichang ofGciren, durch dieselbe 
kSnnen nur die Werthe der CoefScienten geändert werden. Entfiielt 
z. 6. eine Function vom nten Orade nur CHieder mit der nten und Oten, 
Potenz der Yariabelii x und y, ä. h. waren die CoefBcienten aller 
niedrigeren Potenzen gleich Null, so kann der Fall eintreten, dass 
dnrch eine Aenderung der Lage des Coordinatenaystems eine Glei- 
chung derselben Gurre entsteht, welche ausser der nten noch die 

(n — l)te, (n — 2)te 2te oder Iste Potenz von a; und y, 

behaftet mit einem Factor, verschieden von Null, enthält; tmd 
umgekehrt. Diejenigen Coordinatensysteme nun, filr welche die 
Gleichungen der nämlichen Cnrve in Bezug auf die Potenzen der 
Variabein Übereinstimmen (hierbei soll natürlich von den Gliedern, 
deren CoefScienten gleich Null waren, abgesehen werden), hat mau 
conjugirte Achsen , Durchmesser oder Richtungen genannt und 
ihre Lage flir jeden speciellen Fall einer gegebenen Curve zu be- 
stimmen gesucht. 

Für einen Kreis: x^ -\- y^ = r^ Pig. 18. 

(Fig. 18) werden nach vorstehender De- 
finidon diejenigen Coordinatenachsen als 
conjngirt m erklären sein, auf welche 
jene Linie bezogen derselben eine Glei- 
chung nachgewiesen wird, die nur Glieder 
mit der 2ten und der Oten Potenz der 
Variabein sc und y enthKlt. Um zu er- 
kennen, von welcher Lage Achsen der 
obigen Eigenschaft sein müssen, beziehen 

wir den Kreis zunächst auf ein beliebiges System f , Ai X,, dessen 
Anfang ^j durch die Gleichungen: x ^ AP = a, y^^ AjP=: b 
bestimmt sein möge. Vermittelst der Formeln 9 und 10 in Cap. 1, 
in welche noch statt ^ : 90" einzusetzen ist, findet sich als neue 
Krelsgleichnng: 

1) (a + a:, cosa-^-y, cos«,)* -^(b-{-Xi sina+y, sina,)*= r* 



K,' -j-y,' + 2a;,yt cos(t( — o,)-f-2a;, (acosa-f-^ sino) 

-^2y, {o cosÄj -]-&sma,) = r* — a* — 6'. 

fiierftns folgt, dass diejenigen Achsen eonjogirt sind, ftlr welche : 

OralU, AuiL Omo. d. H. 3 
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2) coB(a — ttj) = 0. 

3) a cosa -4- b sina = 

^ 4) acofitti -|-& sina^ = 

stattfindet. Ans 3 und 4 erhält man, wenn einmal 3 mit cosa^ 
und 4 mit cosa multiplicirt und darauf subtrahirt wird: 

5) 6Bin(ai — a) = 

wenn einandermal 3 mit sin a^ und 4 mit sin a multiplicirt und 
dann subtraliirt wird: 

6) a sin(a|— a) = 

oder, weil wegen 2: a^ — a = 90® sein muss: 

7) 6 = 0, 8) a = 0. 

Im Uebrigen bleiben a oder a^ willkürlich, weil zur Be- 
stimmung der vier Unbekannten a, a^, a und b sich nur drei Glei- 
chungen 2, 3 und 4 ergeben. 

Unsere Rechnung zeigt demnach, dass dem Kreis unzählig 
viele Paare conjugirter Durchmesser zukommen, deren Durchschnitt 
oder Anfang A^ mit dem Anfang A des urspriinglichen Systems 
zusammenfallt (a = 6 :?= 0) , deren Winkel «i — a gleich einem 
rechten sein muss. Die Gleichung des Kreises, bezogen auf irgend 
ein System solcher conjugirter Achsen ist stets: 

«^ -f- y2 =- ^2, 



Cap. 4. 
Die Parabel. 



I, ErkISrnng nnd Gleichung der Parabel. Wenn sich 
ein Punkt in der Ebene einea rechtwinkeligen Coordinatensystema 
in der Welse fortbewegt, daas seine jedesmalige Entfernung von 



Kg. : 



einem festen Punkt der XAchse 
gleich seiner Abscisse plus der 
Entfernung des festen Punktes 
von der Ordinaten< Achse ist, so 
beschreibt derselbe eine Curve, 
welche Parabel genannt wird. 
Bezeichnet man die Entfernung 
jenes festen Punktes ^' (der sog. 
Brennpunkt der Parabel) von 

der y Achse kurzweg mit -^-i 

dann wird also Air irgend einen 
Punkt Q (Fig. 19) der Curve 
stattfinden müssen: 

FQ= AP+^ 
und wegen: FQ = Yqp^ _)_ Fp^ 

VUP -\-FP = AP-\-y 

Demnach ergiebt sich als atigemeine Relation zwischen den 
Coordinaten (x, y) jedes Parabelpunktes die Gleichung: 

3* 
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T^y' + (—- f-)' = - + f 



oder wenn quadrirt und reducirt wird: 
1) y2 -_- 2px. 

Aus der so erhaltenen Gleichung der Parabel findet sich für 
den Verlauf derselben: 

a) weil für a: = nur y = und umgekehrt fllr y = 
nur X = folgt, so hat die Parabel mit dem Coordinaten- 
system nur dei^ Anfangspunkt A, in welchem das System 
Ton ihr geschnitten wird, gemein ^ 

ß) aus y^ = 2px folgt y = +|/2jxc; ist also Q darum 

ein Punkt der Parabel, weil PQ = \/2p,AP ist, so 
muss auch der Punkt Q^ der Parabel angehören, wenn 
man PQ^ = PQ macht; 

Y) weil y = + \/2px für jeden negativen Werth von x 
imaginair wird, so folgt, dass es keinen Punkt der Parabel 
der Gleichung y^ = 2px geben kann, dessen Abscisse 
negativ ist; 

fi) nimmt in y^ = 2px' die Abscisse z\i, so muss auch y, 
die Ordinate, wachsen; zu einem unendlich grossen x ge- 
hört also auch ein unendlich grosses y; 

e) äetzt man in y^ = 2px statt x: -^ ein, so erh&lt man 

fcir die Ordinate des Punktes i? der Parabel, welcher nor- 
mal über dem Brennpunkt liegt: y = p, welche Grösse 
Parameter der Parabel genannt zu werden pflegt. 
Das Resultat dieser Discussion der Parabelgl^ichung ist dem- 
nach folgendes: Die Parabel der Gleichung y^ =: 2px ist eine 
Curve, welche durch den Anfangspunkt des Systems geht, sym- 
metrisch in Bezug auf die positive XAchse ins Unendliche verläuft 
und deren Brennpunkt, auf der Abscissen- Achse gelegen, vom 
Anfangspunkt um die halbe Länge des Parameters entfernt ist. 

Aus diesen Bemerkungen erhellt ohne Weiteres, dass die Pa- 
rabeln der Gleichungen : y ^ = — 2pXf x^='\- 2yy, x^ = — 2 py 
vollständig identisch sein müssen mit <ler Parabel der GleicUung 
y^ = -^ 2pXf nur dass die erste auf der negativen XAchse, die 
zweite auf der positiven JT und die dritte auf der negativen 
!F Achse verläuft. 
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n. Constiuction der Parabel. Die Gleicbung der Pa- 
rabel enthält ausser x und y nur die Constaate p; weil nun die 
Gonstruction der Cnrve ohne Schwierigkeit ist, wenn man ihre Glei- 
chung vollständig bestimmt ha^ so folgt, dass die Parabel verzeichnet 
werden kann, wenn entweder ihr Parameter direct gegeben ist, oder 
aber die Coordinaten irgend eines ihrer Punkte bekannt sind, so 
dass man mit HUlfe dieser letzteren den Parameter berechnen kann. 
Denn hat man Atr einen Parabelpunkt etwa die Gleichungen : x^ a, 
y = ß, so erhält man aus der Gleichung: ß^ = 2pa fltr den 

Parameter : p = -~- . 

Ist nun p gegeben oder in der angedeuteten Weise berechnet, 
so sind zu irgend welchen Abscisseu sehr leicht die zugehörigen 
Ordinaten gefunden. Z. B. fUr j) = 2 erhält man : 

x= \, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, etc. 

3/ = 2, 2V^2, 2V^3, 4, 2V^5, 2]/6, 2V^7, 4]/2, 6, et«. 

Diese Wertbe in der bekannten Weise benutzt, findet man 
sofort eine Reihe von Parabelpunkten, durch welche die Curve selbst 
festgelegt ist. 

Jedoch hat diese Art der Construction darum ihr Unangenehmes, 
' weO sie die Berechnung so vieler irrationaler Zahlen nöthig macht. 
Man zieht es daher vor, nur mit Hülfe des Lineals und Ziikels 
solche Punkte zu bestimmen, von denen sich nachweisen Ifisst, daas 
sie dämm der Parabel angehören, weil ihre Coordinaten der Farabel- 
gleicbung Gentlge leisten. 

Und zwar hat man zu- Fig. 20- 

nächst Rlr denjenigen Fall, 
in welchem der Parameter 
selbst gegeben ist, folgende 
einfache Verfahren; 

Man trage den gegebenen 
Parameter vom Punkte A 
ans zweimal auf der nega- 
tiven ^Achse ab, AAi ^ 
2 p (Fig. 20), constmire 
mit beliebigen Halbmessern 
Kreise, deren Mittelpunkte 
s&nmtlich auf der Abscissen- 



Lioie liegen müssen pnd welche gleichzeitig durch den Paukt A^ 
verlaufen. Ein solcher Kreis sei A^PMPy ; zieht man unn PQ || 
XX, MQ II YY, so wird Q darum ein Punkt der Parabel sein, 
weil nir Beine Goordlnalen AM = x, MQ = y nach bekamiten 
Sätzen stattfindet: 

A^A:AP = APiAM 
oder : 2p:y = y:x, d, i. j' = 2 px. 
Eine andere Construo- 
tion läsBt sich folgender- *^- 2'* 

maasen aualühren: Es sei 
wieder (Fig. 21) AA^ = 
2p lind A,Yi II AY. Legt 
man nun durch den An- 
fangspunkt A eine beliebige 
Grade AR gegen die A^Yi, 
liebt AQLAÜ, m\\XX, 
so wird Q ein Punkt der 
gesuchten Parabel sein ; denn 

weil AESAcoASAQ ist, so hat man für seine Coordinaten 
AP = X, PQ = y: 

RS: SA = SA:SQ 
oder: 2j):y = y.X, und hieraus: y^ ^ 2px, 

Im zweiten Fall, in wel- _. „„ 

, Flg. 22. 

chem nur ein Punkt, etwa S 
(Fig. 22) der zu construirenden 
Parabel gegeben ist, ziehe man 
SR \\ XX und theile AR wie 
RS in dieselbe Anzahl glejcher 
Theile, z. B. in 7. Verbindet 
man jetzt A der Reihe nach 
mit den Theilpunkten 1, 2, 3, 
4 , 5 , 6 , 7 , legt durch die 

Punkte I, II, III, IV, V, VI Parallele zur XAchse, so werden sich 
Parallele und Verbindungslinien vom gleichen Range in Parabel- 
punktea schneiden; z. B. ^ 5 und Ym im Punkte m; denn den 

Gleichungen der A 5 : y ^ -^-r ^ "nd V m : y = ^a zufolge 

müssen sich die beiden letzten Graden in einem Punkte m schneiden, 



dessen Coordmatea xund^ der Gleichung: y^ = —=~ x geaflgen; 
derselbe gehört demnacii einer Parabel vom Parameter: p = -^-r an. 

Fig. 23. 



Wenn die Gleichungen verschiedener Parabeln sich nur in ihrem 
Parameter unterscheiden, dann stehen die Funkte der einzelnen 
Curven in einer selchen Beziehung zu einander, dass sich leicht aus 
irgend einer der Linien slimmtliche anderen finden lassen. 

Schneidet man nHmlich eine jede der Parabeln P^-y"^ = ux, 
Pj ' y' ^ hx, P^ : y^ !:= ex, Pi : y^ = dx u. s. w. in der Weise 
durch grade Linien , dass die Schnittpunkte der verschiedenen 
Curven vertical tthereinander liegen, dieselben also zu den nfimliclten 
Äbscissen ß und 7 gehören, dann ist die Sehne der ersten Parabel 
durch die Punkte: x = ^, y=\r^; x = -(, y = j/öy ; der 
zweiten durch : ic = ß, y = |/fiß t "^ ^ Ti y = V^ i ^^ dritten 
durch: ar^ß, y = V^cßi JC = Y) y = V^T; ^^^ vierten durch 
ac = ß, y = yd^; sc = Y> 3/ = V'^t "■ ^- '"■ bestimmfe Folg- 
lich sind die Gleichungen dieser Sehnen nach- Cap. 2, III, 4 : 
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und weil nun aus jedem dieser Ausdrücke für y = 0: x = 
' '^ ° — "Vi folgt, so muss jede der letzteren Graden die Abscissen- 

Achse des Coordinatensystems in dem nämlichen Punkte schneiden. 
Damit ist die Richtigkeit des folgenden Verfahrens, aus der Parahel 
der Gleichung y^ = oa; die der Gleichung y^ = 6a? zu finden, 
nachgewiesen. Die erstere Curve sei die ÄL (Fig. 23), ihr Brenn- 
punkt liege in Fy so dass AF = — und FG = -r- sein muss; 

ist nun AF^ = — und F^RR^ = — , so wird R^ der erste 

Punkt der zu construirenden Parabel sein. Legt man jetzt durch R 
beliebige Grade: SRN, TRQ u. s. w., dann werden nach Obigem 
diejenigen Punkte N^ und Qi,^in welchen die Verlängerungen der 
SR^ und TRi von den verlängerten Ordinaten der Punkte N und 
Q geschnitten werden, in der Parabel der Gleichung y^ =i bx 
liegen müssen. — In gleicher Weise lassen sich mit Hülfe der AL die 
Ctmren der anderen Gleichungen y^=cx, y^ =:dx u.s. w. festlegen. 
Anmerkung. Die vorhergehenden, sich auf die Parabel be- 
ziehenden Sätze liefern noch die einfache Ldsung zweier bekannter 
Probleme, worauf wir m Kürze aufmerksam machen wollen. 

1) Es sollen zu zwei gegebenen Grössen, 2a und 26, zwei 
mittlere Proportionalen gesucht werden. 

Bezeichnet man letztere mit x und y, so kommt es also auf 
die Lösung der Gleichung: 

2a :x = x: y == y :2b 

an. Dieselbe zerfallt aber in: 

2a :x = x: y und x:y = y :2b 

oder in: x^ = 2ay und y^ = 26a?. 

a;2 ^^-: 2ay ist die Gleichung einer Parabel, welche auf der posi- 
tiven F Achse verläuft und deren Parameter gleich a ist, während 
y2 _- 2 6a? einer Parabel vom Parameter 6, auf der positiven JEAchse 
verlaufend, angehört. Die Coordinaten des Durchschnittspunktes 
dieser beiden Curven genügen nun offenbar beiden Gleichungen 
gleichzeitig, also auch der Proportion, sind demnach die verlangten 
Grössen. 

2) Es soll die Seite eines Würfels, der an Volumen doppelt 
so gross ist als ein Würfel der Seite a, durch Construction gefunden 
werden. 
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Der Inhalt des gegebenen Würfels ist *^^' ^*- 

= a^, derdrazaconstruirendenalBo 
= 2 a' ; folglich kommt ea daraufan, 
ay2 zu finden. Dieses lägst sich 
wiederum mit Hülfe zweier Para- 
beln der Gleichungen: y^ = 2ax 
und x^ = av ausführen; denn eli- 
nunirt man y, so entsteht x = ay 2 ; ' 
und weil x die Abscisse des Punktes 
bedeutet , in welchem uch jene 
beiden Parabeln schneiden, so igt 
damit die Länge der Seite des ver- 
doppelten Wtlrfeis gefunden. (Fig. 24.) 

m. Die Tangente an die Parabel. Um die Frage zu 
beantworten , wann eine Gnde G der Gleichung y = ax-{-b (ta 
f^e Parabel der Gleichung y^ = 2px Secante oder Tangente ist 
oder mit allen ihren Theileu ausserhalb der Parabel liegt, nehmen 
wir allgemein an; daas Grade nnd Curve ein gemeinsames Element 
X , y hXtten, so dass diese noch unbekannten Gr!>8Ben aus den 
beiden Gleichungen: y = ax -\-h und y'^ = 2px zu bestimmen 
rand. Eliminirt man y , so eigiebt aicb nach einfachen Reductionen : 



oft — p , |/^2 — 2 ahp 



Alle Beziehungen, in welchen a, b und p zu einander stehen 
kSnnen, lassen sich in folgender Weise clasaificiren: 
a) p'>2a6p; dann hat a; zwei verschiedene reelle Werthe; diese 
in y = ax -\- h substituirt, liefern ebenfalls zwei 
verschiedene, reelle Ordinalen. In diesem Falle hat 
also die Grade mit der Parabel zwei Punkte ge- 
meinsam, ist also eine Secante. 
p) j)' = 2ahpi jetzt hat x, also auch y nur einen reellen Werth ; 
die Grade hat mit der Parabel nur einen gemein- 
atunen Pnnkt 
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Y) p2 <^ 2 ahp ; in diesem Fall wird x , folglich auch y imäginair. 

Die Grade liegt demnach mit allen ihren Ponkten 
auBserhalb der Curve. 

# 

Je nachdem also: p^ = 2a&p, oder: p = 2a&ist| haben wir 

rwei| einen oder keinen gemeinsamen Punkt. 

Für unsere augenblickliche Untersuchung entnehmen wir dem 
Vorhergehenden nur die beideu Besultate: 

Eine Grade kann eine Parabel höchstens in zwei 
Punkten schneiden. 

EineGradey = (ix-\-h hat m^'it einer Parabel y^ = 2px 
einen gemeinsameil Punkt, wenn p = 2ab ist. 

Soll jetzt durch irgend einen gegebenen Punkt P{x^,y^) eine 
Grade gelegt werden, welche mit unserer Parabel nur einen Punkt 
gemeinschaftlich hat, so kommt es zu dem Zwecke offenbar darauf 
an, solche Werthe für a und b (die bekannten Constanten der Graden- 
Gleichung) ausfindig zu ipachen, welche den beiden Bedingungen: 

yi = ax^-\-b 
p'= 2 ab 

gentigen. Eliminirt man aus diesen letzten Gleichangen etwa die 
Unbekannte' 6, so ergiebt sich ftir a: 



1) a = -iL. + Vyl-^JP^i 



iS X 4 jL X * 

Der gegebene Punkt P hatte bis jetzt eine beliebige Lage; 
seine Coordinaten x^ und y^ können also zum Parameter p ui den 
verschiedenartigsten Beziehungen stehen, die sich in folgender Weise 
gruppiren lassen: 

a) y^ > 2jpa?j oder y^ > y2px[\ dann erhält man zwei ver- 
schiedene reelle Werthe für a, also auch fQr & ; es lassen 
sich demnach durch den Punkt a^p y^ zwei Grade der 
verlangten Eigenschaft an die Parabel legen; 

P) y^ =2px^ oder y^ =]/2jpa?i ; a und b haben nur einen 
reellen Werth; es ist also nur eine Grade möglich; 

T) y^ '^ 2pa;| »oder y^ < \/^2px^ ; in diesem Falle erhält man 
keinen reellen Werth sowohl für a wie ftir 6; die 
verlangte Grade ist demnach unmöglich. 
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Weil nun aber, wenn y^ '^\/2px^ ist, der Punkt PCajpyj) 
ausserhalb der Parabel; wenn yi = V^l'^i ^^ ^^^ Parabel selbst; 
wenn y^ <^ '\/^2px^ ist, der Punkt P innerhalb derselben liegt, so 
kommt man zu dem Resultate: 

Von einem gegebenen Punkte ausserhalb einer Parabel lassen 
sich zwei, von einem Punkte in der Parabel lässt sich eine, von 
einem Punkte innerhalb der Parabel lässt sich keine Grade ziehen, 
welche mit der Curve nur einen einzigen Punkt ge- 
meinsam hat. 

Betrachten wir zunächst Fall 2; der Punkt liege in der Pa- 
rabel, es sei also: y^ = 2pXy, 

Dann erhält man aus 1 : « 

und folglich: b = y^ --■ ax^ = y^ — -^^i — ■^• 

Soll also eine Grade y =• ax -^-h mit einer Parabel y^ = 2px 
nur den Punkt a?^, y^ gemeinsam haben, Ao muss a = ^^ , 

b = -^ sein; ihre Gleichung ist demnach: 

y = ^ ^+ ^ od®'- 2«iy = ytx 4- x^y^ 

und mit Rücksicht darauf, dass y^ =^ 2px^ oder x^ = —^ sein muss: 

2y 1^ = yi« + «1^1 
und reducirt: 



2) yyi=piX'h^i) ^^^^' y = T"^ + 



p^i 



Vi Vi 

Hiermit ist aber noch nicht das Problem gelöst, die Glei- 
chung einer geometrischen Tangente an eine Parabel 
in einem gegebenen Berührungspunkte herzustellen; denn, 
wenigstens dem Anscheine nach, lässt sich einer Graden, die 
mit einer Parabel einen Punkt gemeinschaftlich^ hat, — und 
nur mit einer solchen haben wir uns bislang beschäftigt, — eine 
dreifache Lage zuertheilen, und weder im ersten noch im zweiten 
Falle wird, dieselbe eine Tangente sein. Zunächst ßcheint es, 



dass eine Gnde wie die G^Gz 
(Fig. 25), welche mit der AAebae 
einen sehr spitzen Winkel eia- 
schliesst, dieCurve nur in einem 
Punkte if schneiden könnte, ün- 
tereuchen wir, ob solches möglich 
ist. Soll yi/i ^ p(x-^Xi) oder 

y = -^ X -J — L-LL die Glei- 
* 2/1 ^ yi 
chang der G^G^ seini Bo dassa;, 

und y, die Coordinaten des Punktes E sind, dann wird für irgend 
zwei Punkte M und N der Parabel und Graden, wenn dieselben 
zär nfimlichen Absciase ÄL ^ iCj gehören, stattfinden mtissen, dass 
die Ordinate des Parabelpunktes grösser ist als die des correapon- 
direnden Punktes der 6raden. AL =^ a;j -j-S gesetzt, ist erstere 
JKB, 2px^ 

Hat also eine Grade wie die G^G^ mit der Parabel nur den Durch- 
schnittspunkt i? gemeinsam, dann musa fbi jedes & die Ungleichung: 

Vi Vx 

existiren. Wird auf beiden Seiten qoadrirt und mit Rücksicht auf 
die Relation: y^ ^ 2pa;, reducirt, dann entsteht das fUr jeden 
Werth von S innerhalb der Grenzen and oo absurde Resoltat: 

Hieraus folgt, dass jede Grade, mag der von ihr und der Ab- 
scissen-Achse eingeschlossene Winkel noch so klein sein, wenn sie 
die Parabel überhaupt schneidet, dieselbe in zwei Punkten schnei- 
den muBS, also Gleichung 2 keine schneidende Grade, wie etwa die 
GjCtj, repräsentiren kann. 

Und weil nun auch zweitens die Annahme, yy^ == p(3'-f"Ä'j) 

oder V ^= -^ X -1- ■ ' ■ sei die Gleichung einer Parallelen (G-, G, ) 

zur XAchse (eine solche Grade hat mit der Parabel offenbar nur 
den Punkt Q gemeinsam) darum zurückzuweisen ist, weil ans ihr 

unmittelbar: tg{G^G^,X) = -*- ^ 0, also p = ü, folgen musa, 

so ist erwiesen, dass die Grade der Gleichung 2 nur eine solche 
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Lage haben kann wie die G^G^, welche die Cuire im Paukte S 
heittfait. 

Fflr denjenigen Punkt, in welchem die Tangente der Gleichung 
yy^ = p{X'^Xi) die XAchse schneidet, ist offenbar ^ ^ 0^ so 
dass fttr seine Äbscisse ans = p{x-\-Xi) folgt: 

X ^ — x^ 
d. h. derselbe liegt auf pj~ 26. 

der negativen XAchse 
und ist vom Anfangs- 
punkt des Systems um 
Xf entfernt. I^t dem- 
nach (Fig. 26) TT eine 
Tangente an die Parabel 
im Punkte P, dann muss 
IiA = AQ=Xi, also: 
RQ = Snbtg = 2a;i 

sein. Verbindet man den Bertihrungapunkt P mit dem Brennpunkte 
F (FP wird kurzweg Radius vector des Punktes P genannt) , und 
zieht PiS[|X^ (SS nennt man Parallelstrabl) , dann ist wegen: 

PF = «i + -l" und RF=x^-^^ zunächst LRPF= L PRF 

und weÜ auch LPRF = LSPR sein muss: ^SPR = ARPF. 
d. h. Die Tangente halbirt den Winkel des Radius 
vector und des Parallelstrahles. 

Dieses letzt« Gesetz und das vorhin bewiesene: Die Subtan- 
gente derParabel ist doppelt sogross wie dieAbscisse 
des Berührungspunktes, ergeben zwei sehr einfache, leicht er- 
kennbare Tangenten-Constructionen. 

Nach Cap. 2. IV. wird irgend eine Senkrechte zu der Graden 

der Gleichung: yyi ^^(as-j-arj) oder y = -*— a: -f- -i—Ü- durch 

y = — -^^aj-f-^i dargestellt, wenn ft, den noch unbestimmt ge- 
lassenen Abschnitt auf der iTÄchse bedeutet. Demnach ist die Glei- 
chung der Normalen der Parabel im Punkte Xi,yi, weil diese Nor- 
male die Senkrechte zur Tangente im Fusspunkte iCj, y^ ist: 

3) y — j/i = — — (x — Xi) (Gleichung der NN Fig. 26.) 
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Ffir den Punkt L, in wdehem die Noraule durch die XAchaa 
geht, hat man: y = 0, daher aus: y = — -^(aj — x^): 

X = AL = jp -|- »1 

folglich QL = Snbnori = p. d. h. Die Subnormale der 
Parabel ist gleich ihrem Parameter, in welchem Satz eben- 
falls eine einfache Construction der Normden in einem gegebenen 
Punkt enthalten ist. 

rV. Zwei Tangenten an die Parabel. liegt der Punkt 
P(a?|,y^) unserer letzten Betrachtung ausserhalb der Parabel , so 
ist bereits bewiesen worden, dass sich dann durch ihn -zwei Grade 
legen lassen, welche mit der Curve nur je einen Punkt gemeinsam 
haben; denn weil unter dieser Annahme y^ '^ ^P^i ^^^ muss, so 
sind die beiden in III, 1 ftir a erhaltenen Werthe: 



ju X4 JLX \ 

reell, gehören demnach zwei verschiedenen Graden an. Die ent- 
sprechenden Werthe für h folgen aus irgend einer der beiden Be- 
dingungsgleichungen: 2^1 = ax^-\-b und p = 2a&. Bedient man 
sich der letzteren, so ergiebt sich: 

h = P r== yi+Vyi^—^p^i 

2a 2 

Die Gleichungen der beiden Graden sind demnach: 

' * 2a5| ~ 2 



J» *Z7| 2 

Es wurde nun scbon vorhin nachgewiesen, dass eine Grade, 
wenn sie mit der Parabel nur einen gemeinschaftlichen Punkt hat, ent- 
weder eine Parallele zur Abscissen-Achse oder eine geometrische 
Tangente an die Curve sein muss ; da der erste Fall aber darum hier 

auszuschiiessen ist, weil a ^ vorausgesetzt werden musste, um die 



Ol^chnngea 1 und 2 erhalten zu können, so folgt, dass diese letz- 
teren zwei geometrischen Tangenten angehören, vom Punkte atj, y^^ 



Die Constraction dieser beiden Berilhrungsgraden ist oETenbar 
bewerkstelligt, wenn man entweder ihre Abschnitte auf der rAchse, 
das sind die Grössen: 



herstellen kann, oder wenn die Tangenten ihrer Wmkel mit der 
XAchse, das sind die tirössen: 



yi-Vffi' — 2j>iCi 



construirbar sind, oder aber wenn die beiden Berührungspunkte auf 
irgend einem Wege gefanden werden können. 
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Yersachen wir >zimttclict durch Constmctiaii der Abflchnitte die 

Tangenten zu erhalten. 

Legt man zn diesem Zwecke durch die drei Punkte (Fig. 27) : 
P (Convergenzpunkt der Tangenten) , F (Brennpunkt der Parabel) ; 
Q (Fusspunkt der Ordinate von P) einen Kreis. Die* Gleichungen 
dieser drei Punkte sind: 

PA ; FA 2; Q.J 

Demnach sind die C^nstanten der allgemeinen Kreisgleichung 
x^ '\- y'^ -^^ ax '\- hy -\' c = (S zu berechnen aus : 

3) ^x + Vi + aa?i + *yi + ^ == ^- 

^) ^ + ^+<^ = '' 

5) x^ -{- oajj -j- c = 0. 

Hieraus folgt: a = —{^ + «ij> * = — ?!» ^ = "f" ^*' 
so dass die Gleichung jenes Kreises sein muss: 

6) x«-t-y2-ic(a5, 4-^)-yyt+^a;t =0. 

Derselbe schneidet die FAchse in 2 Punkten, deren Ordinaten 
sich aus 6 ergeben, wenn man o; = setzt und darauf noch y 
auflöst. Eff findet sich: 

7) y= yi ±Vyi^— 2pa?i 

Diese Werthe sind aber die Ordinaten der Durchgangspunkte 
der beiden Tangenten durch die FAchse, wie eine Yergleichung 
der Ausdrücke 1, 2 und 7 zeigt; die Graden also, welche den gege- 
benen Punkt P mit den Schnittpunkten des Kreises und der }^ Achse 
verbinden, PMNT uii<dLN^P^T^M^y sind die verlangten Tangenten. 

Ein zweites, ebenfalls sehr einfaches Verfahren, die Tangenten 
festzulegen, besteht darin, dass man auf folgendem Wege ihre Be- 
rührungspunkte ausfindig macht. 

Sind von B aus (Fig. 27) die Tangenten zu construiren , so 
schlage man, B als Mittelpunkt, BF als Radius genommen, einen 



49 

Kras, welcher die T^Y^, — eine Parallele zur IT in der Ent- 

femung AA^ = -^ — > in den Punkten C und D schneidet. Es 

sind dann A^C und A^J) die Ordinalen der zu suchenden Berüh- 
rungspunkte; denn zieht man CL || DE || XX , verbindet einmal 
B und Ef einandermal B und i, zieht BC, BD, FL und FE, so 
findet statt: DE = -4,2?, A^R = FE, demnach: FE = DE, 
FB^BD, BE = BE, also AFBE^ADBE und Z.BEF=i 
L BED. Die Grade BET^ halbirt also den Winkel DEF des 
Radius vector JSF und Parallelstrahles DE, ist folglich Tangente 
an die Parabel im Punkte E. Ebenso erhält man für die BLT^ : 
CL = ^jS; A^ß=^LF, also: CL=LF, CB = BF, LB=LB 
also AZrJBFs ACLB und LLBF — LCBL, folglich muss 
die BLT^ die Parabel im Punkte £ berühren. 

y. Die conjugirten Durchmesser der Parabel. Der 
in Cap. 3 gegebenen Erklärung zufolge werden die Axen eines 
solchen Coordinatensjstems conjugirte Durchmesser der Parabel sein, 
welches die Eigenschaft besitzt, jener darauf bezogenen Curve eine 
Gleichung von der Form y' === Mx, wo M eine Constante bedeutet, 
zu liefern. 

Um nun zu erkennen, ob der Parabel Überhaupt conjugirte 
Durchmesser zukommen, und ist dieses der Fall, von welcher Lage 
dieselben sein müssen, beziehen wir die Curve auf ein beliebiges 
schiefwinkliges System, dessen Anfang zunächst durch die Gleichungen 
x^=''\'a, y = -|-6 bestimmt sein möge, während die neuen Axen 
mit der ursprünglichen X Achse die Winkel a und a, einschliessen. 
Dann sind bekanntlich die transformirenden Gleichungen: 

o; == a -(- a?j cosa -j- yi cos«! 
y = 6 -}- «1 sin a -f- yi sin a, 

welche die frühere Parabel-Gleichung auf die Form : 

(6 -j- a?j sina -f- y^ sinaj)^ = 2p (a -(- «j cosa -f- y^ cosai) 

oder: 

yi^ ^^ «1 = 2«! (pcosa — &sina) -f- 1y^ (pcosa| — 5sina|) 
— »j^ sin^ a — 2^1^! si** « sinaj -f- 2ap — 6^ 

bringen. 

Or«Ile, Anal. Qeom. d. B. 4 
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Hieraus folgt, dasa das neue System, soll es den gestalten 
Anforderungen genügen, so zu bestimmen ist, dass gleichzeitig statt- 
findet : 

2) p cos a^ — 6 sin a^ = 

3) sin2 a = 

4) sina sin «1 = 

5) 2ap — b^ = 0. 

Ans den Bedingungsgleichungen 3 und «4 folgt: a == 0, d. h. 
die neue XAchse muss der ursprünglichen parallel sein; 
der Gleichung 5 : 2ap — b^ = (^ oder b^ = 2pa wird genügt, wenn 
a und & Coordinaten eines Parabelpunktes sind; d. h. der neue 
Anfangspunkt A^ muss ein Punkt der Parabel sein. 

Aus 2 endlich erhält man: 

p costti = b sin«! 
oder: 6) tga^ =tgL{T^A^X) = -|-. 

Nun ist aber die Gleichung ^ner Tangente an die Parabel im 
Punkte a, b bekanntlich: 

yb = p (x-f-a) oder: y = y «^ + "^ > 
demnach der geometrischen Bedeutung der Constante — zufolge : 

7) tg (Z. d. geo. Tang. u. X Achse) ?= -^, 

so dass schliesslich aus 6 und 7 sich ergiebt: 

tgöfi = tg(Z. Y^A^X) = tg (Z. d. geo. Tang. u. XAchse). 
8)ai= Z. Y^A^X =Zd. geo. Tang. u. X Achse, 

d.h. die neue FAchse muss eineTangente an dieParabel 
im Anfangspunkt des neuen Coordinatensystems sein. 
Als Parabelgleichung selbst wird für ein System, wie es so eben 
bestimmt wurde, aus 1 folgen, wenn mit Rücksicht auf 2) 3, 4 und 5 
umgeformt wird: 

9) 2/1^ = 2-^tP^x,. 
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Durch nnsere letzte Rechnung ist also einmal die Existenz un- 
zählig . vieler Paare conjugirter Durchmesser flir die Parabel nach- 
gewiesen und einandennal die Lage eines solchen Systems gegen 
(Us ursprüngliche und gegen die Curve selbst bestimmt. Es braucht 
nur die Ai^scisse des Anfangspunkte^ des neuen Systems gegeben zu sein, 
um sowohl die Axen desselben verzeichnen als auch die zugehörige 
Gleichung der Parabel her- 
stellen zu können. Ist z. B. ^^- ^^• 
diese Abscisae'^: ip, {AP, 
Fig. 28), so lege man durch 
ihren Parabelpunkt ^, er- 
.steus eine Parallele zur X- 
Ächse und zweitens eine 
Tangeute an die^Curve ; diese 
beiden graden Linien sind 
die verlangten conjugirten 
Durchmesser; flIr die Glei- 
chung selbst erhält man 
wegen : 

a = 2p, also 62 — 2p . 2p = 4p3 , 6 = 2p 



p 

Wir machen schlies^ich noch aufmerksam auf einen hemerkens- 
werthen Satz, der sich unmittelbar aus 9 ergiebt, wenn auf y redu- 
cirt wird. Es erscheint nümlich: 



so dass also zu jeder Abscisse: Ä^M, A^L etc. zwei gleich lange 
Ordinaten: MN= MN^, LG^LG^ etc. gehören müssen; Hier- 
mit ist der Lehrsatz bewiesen: 

Sehnen der Parabel, parallel einem der conjugirten 
Durchmesser, werden vom anderen halbirt. 

VL Die Quadratur der Parabel. Eine Curve quadriren 
bedeutet den Inhalt derjenigen Fläche berechnen, welche von dieser 
krummen Linie und der Abeciasen-Axe begrenzt ist. Für die Parabel 
würde es sich also etwa um Inhaltsberechnung des Stackes ANM 

4* 



(Fig. 29) handeln, wenn AM 

und MN die Coordiiwteii ir- ^?- 2«- 

gend eines Parabel punktet N 

sind. Dieser Zweck wird sich 

am raschesten erreichen lassen, 

wenn man zunächst das Stflck 

ANP, unter Voraussetzung 

NP [I AX, bestimmt Theiit 

man nflmlich AP in n gleiche 

TheUe, Ab = bc = ed = de= 

. , . = S, so dass AP == nfi 

stattfindet, legt durch sümmtliche Theilpunkte Parallele aar XAchse, 

bis sie die Parabel schneiden: bb^, ce|, dd^ etc., setzt der K&ne 

halber: 66, = a,, cc, = a;j, ddf = x, . . . . PN ^ xn und 

construirt nun Rechtecke der Hebe S einmal mit Kj^ x^, Xj ...xn—i, 

einandennal mit Xp Xj, x, ...Xn, als Oiundlinien, so wird ofienbar 

ersteres System von Rechlecken kleiner, zweites System dagegen an 

Inhalt grttsser sein als die Plkche APN; ei muss also stattfinden: 

i)Hx,+x,+... + x.-, + x.)>AI>N>i(x,+x,+x,-i- 

SXmmtliche GrSssen von Xf bis xn «nd aber Abscissen von 
Parabelpunkten, deren Ordinaten der Reihe nach mit: 

8, 2S, 3S, 48, &S, . . . (n— l)t, nS 

gegeben sind. Mit Hülfe der Parabel gleich ung mnss es dunm mig- 
lich sein, die Längen dieser Abscissen zu berechnen; und in der 

That erhalt man, weil allgemein x = -^ stattfindet: 
2p 

6» 2n» an» (n— l^S* 



Darum geht 1 fiher in: 

2)|^(l'+2' + 3' + 4' + ...+»»)>^™>-^Cl'+2'4- 



3> + ...+(n-l)»). 
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Je grösser n oder je kleiner S ist, desto geringer wird der 
Unterschied zwischen der obern und untern Grenze der zu be- 
stinunenden Fläche ausfallen; für ein unendlich grosses n wird die 
unendlich klein gewordene Differenz zu vernachlässigen sein, so dass 
das Resultat sich ergiebt: 

3) APN=-^ (12 ^ 22 + 32 -f 42 + ... et in Inf.) 

und mit Rücksicht auf die bekannte Formel: 

12^22 + 32-1-42+ =iixn(j^y) 

^ 2p.3~ 2p 3 2p 3 ~ 2p. 3 ~ 3 ' 

Werden endlich noch AM und MN, die Coordinaten eines be- 
liebigen Parabelpunktes, mit x und y vertauscht, so entsteht: 

5) APN = ^, also 6) AMN = | oy- 



*) Schreibt man die Goefftcienten derjenigen Ausdrücke, welche die Werthe 
der gansen Potenien irgend eines Binoms darstellen, in folgender Weise unter« 
einander: 
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1 1 








1 2 1 








13 3 


1 




. 


14 6 


4 


1 




1 5 10 


10 


5 


1 


1 6 15 


20 


16 


6 


1 7 21 


35 


36 


21 



1 

7 



(n-l)(n-2) (ii-l)(ii-2)(ti-S) (n-l)(n-2)(fi-3)(tt-4 (ii-l)(w-2)(<>3)(it-4)(>i -5) 
1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.6 

ft(ii-l) w(fi^l)(tt-2) n(n-l)(n-2)(fi-3) fi(«-l)(ti-2)(ii-8)(fi-4) 

1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5 

so engt sich, dass die Summe der Zahlen irgend einer vertikalen Reihe, 
wenn stets vom obersten an gerechnet wird, gleich dem nächstfolgenden Gliede 
in der n&chstfolgenden Reihe ist; z. B. Spalte II: l4-24-3-|-4==10in 
Spalte III; in Spalte Y : 1 -f 5 + 15 = 21 in Spalte VI etc. etc. Man erhalt 
demnach allgemein: 
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VII. Verschiedene Formen der Parabelgleichnng. 
Verlegt man den Anfang des Coordinatensystems nach dem Brenn- 

punkt: 05 = -f- -^, 2/ =r 0, so geht die Parabelgleichung: 



1) 1-1-2+ 3+ 4 + 

2) 1+3+ 6 + 10 + 

3) 1 + 4 + 10 + 20 + 

4) 1 + 6 + 15 + 35 + 

5) 1 + 6 + 21 + 66 + 

6) 1 + 7 + 28 + 84 + 



+ 



(n-1) = 



(n-l)(n~-2) _ n(n~l)(n 
"^ 1.2 "" 1 . 2 . 



n(w— 1) 
1 . 2 

— l)(n— 2) 



+ 

+ 
+ 



(n— l)(n— 2)(n— 8) n(n—l)(n- 2)(«— 3) 



1.2.3 

(n-^l) . . . (n-> 4) 
1 ... 4 

(n — 1) . . . (n — 5) 



1.2.3.4 

n . . . (»—4) 
1 . . . 5 

» . . . (n — 5) 
1 . . . 6 



, (n— 1) . .^ . (n— 6) __ n . . . (n— 6) 
l..«6 1«.«7 



und zwar enthält die linke Seite der Isten Gleichung: {n — 1), der 2ten: (n— 2), 
der 3ten: (n — 3) u. s. w. Glieder. 

Verwandelt man alle diese Sammen dadurch in ntheilige, dass die Yor 
der Hand noch fehlenden Glieder ihrem leicht zu erkennenden Bildungsgesetz 
zufolge construirt und beiden Seiten der Gleichung durch Addition hinzugefügt 
werden, wie es in 7 und 8 angedeutet ist, so entstehen die bekannten Formeln: 

7)1+2 + 3+ 4+ +(„.l)+„=2(^) + „^ J(^) 

8)l + 3 + 6 + 10+..+^-!ffy + ((^ffg> + M) )+( (^^^ 
«(n— l)(n— 2) , /(«-l)(w-2) 



1.2.3. 



+(ig^^+(^lK^».,)+„) 



oder: 



l + 3 + 6 + lO + ... + ^ = J^^Ä!±i) 



9)1 + 4 + 10 + 20 + ...+ «(M-DCH-^) _ n(n+l)(«+2)(n+3) 

1.2 »o 1.2.3.4 

10) 1 I 6 I 15 I 95 I ■■■ I »("+l)(M-2)(M-3) ^ «(>H-»)(«H-2)(n+3)(n+4) 

1.2.3.4 1.2.3.4.5 

11) l + 6 + 21 + 66 + ... + f"+^> • • • W^"('H-1) • • ■ («+5) 



12) 1 + 7 + 28 + 84 + .. . + "^'^^^ . ■ .-(n+5) n(«+l) . 



6 



U. 8. w. n. 8* w* 
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1) y2 = 2px 
in: 2) y2 —- 2pa; -|- p^ 

über ; und vertauscht man darauf die parallelen Coordinaten mit 
polaren, deren Axe mit der Abscissen- Linie, deren Pol mit dem 



Diese Gleichungen lassen sich unter anderem zur Summirnng der sog. 
figurirten Zahlen wie auch der ganzen positiven Potenzen der natürlichen 
Zahlen verwenden. Was den ersten Punkt, die figurirten Zahlen, anbetriffl, 
nehmen wir nur die beiden am häufigsten vorkommenden Keihen und erhalten 
mit Rücksicht auf 7 und 8 für 13; auf 8 und 9 für 14; 

13) l + (2-Hi) + (3+3ce) + (4+6d) + (5+10cZ) + ... + (n + ^l^d) 

_ n(>H-l) (n— l)n(n-[-l) _ n{n-[-\) {nd^dr]-^) 

""1.2 "^ 1.2.3 ""1.2 . 3 ' 

1 4) 1 + (3+cO + (6+4d)+(l()+10^+(l5+20i) + . . . + (^^ 

_ n(n-fl) fwrf2) (n— 1) n(n-|-l) (»+2) __ wfn+l) (»+2) M— <^-|-4) 
""1.2.3 ' 1.2.3.4 ~1.2 .3. 4 

Und ferner erhält man für die Summe der Quadrate der natürlichen Zahlen: 

12 _|- 22 4- 32 + 42 + + n2 

weil sich die einzelnen Summanden folgendermaassen zerlegen lassen: 

1 + 3 + 6 + 10 + 15 + .... + ?M11 

+ 1 + 3+ 6 + 10 + ....+ (!lLril| 

mit Rücksicht auf Gleichung 8: 

15X v/^a)^ "(^+l)(^+2) , (w~-l)n(n+l) _ 71 (n+1) (271+1 ) 
'^^ 1.2.3 "^1.2.3 1.2.3* 

Die dritten Potenzen zerlege man: 

1+ 2 + 3+4+5+6 + + n 

+ 6(l + 4 + 10 + ^0 + 35 + .... + ^^^=^f;^) 
so ergiebt sich mit Rücksicht auf Gleichung 7 und 9: ^ 

16) V (n«) - "^'^^) I 6 ("-l)"(H-l)("+2) »='(n+ip 
1.2 1.2.3.4 2^ 

Die vierten Potenzen lassen sich folgendermaassen schreiben: 

1+ 4 +9 + 16 + 25 + .... + n2 

+ 12(1 + 6 + 15 + 35 + .... +. ('';^);("+^);"+^)| 

+ 1+ 6 + 1^ + .... + V/V^"^"t'^ J 
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jedesmaligen Anfang znsammenfilllt, so ergeben sich die beiden , in 
Rechnungen h&ufig verwendbaren Polargleichungen der Parabel: 



3) r = 



cos <p 



*^ sin* 



? 



(aus 1) 



.. p (cos 9 + 1) , 

1 — cos* ff 



Demnach folgt nach 15 und 10 filr ihre Somme: 

17)2(n4)«^^ 8~ + ^H 1.2.3 . 4 . ö + 1 . 2.3.4 . 5 

fi(n+l) (211+1) [3n(ii+l)--ll 

. Die ffünften Potensen lerlege man in: 

1 + 8 + 27 + 64 + 126 + [- fß 

(»-1)*(«+1) 



+ 24 1 + 4 + 10 + 20 + .... + 



+.[.+ .+ «+....+ <-7'>'^;H>fn"] ) 

80 erjiftlt man mit Bücksicht auf 16, 9 und 11: 

18^ S rn5^ = ~^(^+^)^ . "oi / (it-l)n(ii+l)(n+2) (n-^)(t>-l)ii(n+l)(n+2)(n+ 

^ / ^ 2« "^ l 1.2.3 . 4 "^ 1 . 2.3.4 . 5 . 6 

n2(n+l)2[2n(n+l)--l] 



12 



a. B. w. 



Nimmt man endlich in Gleichung 7, 16, 16, 17 und 18 n als nnmidlich 
gross an, so entstehen die Formeln: 

19) \ +2 +3 +4 + = Um "' 



20) 12 + 2» + 3« + 4« + 

21) 13 -I- 23 + 33 + 43 + 

22) 14 -j. 24 + 3* + 4* + 

23) 15 + 25 + 35 + 4» + 



• • 



• • 



lim 
lim 
lim 
Um 



2 
3 
4 
6 
6 • 



Cap. 5. 
Die Ellipse. 



I. Erklärung und Gleichung der Ellipse. Wenn ein 
Punkt Bich in irgend einer Ebene so bewegt, daes die Summe seiner 
jedesnutUgen Entfernungen von zwei festen' funkten einen unver- 
änderlicfaen Werth hat, dann nennt man die durch ihn erzeugte Curve 
eine Ellipse. 

Beliehen wir, um eu einer allgemeinen Relation zwischen den 
CoordinateD der Ellipsenpunkte zu kommen, die Curve auf ein recht- 
winkliges System (Fig. 30) von folgender Lage: Die Äbscissen- 
Achse verlaufe durch die bei- |ij~_ 3^, 

den festen Punkte J", und F, 
— man nennt dieselben Brenn- 
punkte der Ellipse — ; die 
Ordinaten-Achse werde so ge- 
legt, daas der Anfangspunkt 
A des Systems gleichzeitig 
der Holbiningspunkt der f , F 
wird, so dass, wenn FiF=^e , 
ist , äF = AFj = e sein 
muss; dann werden die Graden, 

welche irgend einen Ellipeenpuckt P mit den beiden Brennpunkten 
verbinden, — man nennt die enteren kurzweg Radii vectores oder 
Fahrsb-ahlen des zugehörigen Punktes der Curve und pflegt sie bezüg- 
lich mit r j und r zu bezeichnen — Hypotenusen zweier rechtwinkliger 
Dreiecke, welche eine Kathete — die Ordinate nämlich des bezüg- 
lichen Punktes F — : gemeinschaftlich haben, während die beiden 
zweiten Katheten resp. e + der zugehörigen Absciase sind. Be- 
zeichnet man also die Coordinaten it^end eines Ellipsenpnnktes mit 
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X und t/y so muss dem pythagoräischen Lehrsatz zufolge statt- 
finden : 

. 1) ri = >/y2_^(e+x)2, 2) r = W^ ^ (e—x)^. 

Der oben gegebenen Erklärung zufolge soll aber die Summe der 
Fahrstrahlen irgend eines EUipsenpimktes einen unveränderlichen 
Werth — wir nehmen ihn etwa gleich 2a an — haben; hieraus 
folgt, dass fiir den vorliegenden Fall der Ellipse die Yariabeln x 
und y in einer solchen Beziehung zu einander stehen müssen, dass 
der Gleichung: 

3) Ky2^(e + x)2 4- yy^+(e-x)^ = 2a 

Gentige geleistet wird. Darum ist 3 die Gleichung einer Ellipse 
von obiger Lage und obigen Eigenschaften. Schafil man noch die 
Quadratwurzeln weg, so entsteht nach einigen Reductionen der ein- 
fachere Ausdruck: 

4) a;2(a2— e2) -{- aV — «M«^ — e^) 

und wenn der Etirze halber a^ — e^ =-b^ gesetzt wird, so dass b 
die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks sein muss, deren Hypo- 
tenuse = a, deren andere Kathete = e ist : 

5) aj262 ^ a^y2 = ^252 oder 6) ^ -J- |^ = 1. 

Aus der Form dieser Gleichung der Ellipse, die man noch schreiben 
könnte: 

7) y = ± — l/a2 — aj2^ 8) x = ±jyb^—y^ 

ergiebt sich nun fiir die Gestalt der Curye: 

a) Aus 6 folgt fury = 0:a3 = + a, ftirap=0: y = + 6; die 
Curve muss daher die X Achse in zwei Punkten S und Q, 
die y Achse in zwei Punkten U und V schneiden, wenn 
AS=AQ = a und AU=AV=zb i&t Und weil AF= 
AFi = e ist", so muss einmal QF^ = SF-= a — e, muss ein- 
andermal UF= UF^ = a sein. Diese letzte Consequenz zeigt 
einen einfachen Weg, die Brennpunkte zu construiren, wenn 
QS =2a — die grosse Achse — und UV =26 — die 
kleine Achse genannt . — gegeben sind. Nachdem man näm- 
lich grosse und kleine Achse so angelegt hat, dass sie sich 
unter rechten Winkeln halbiren, schlage man mit der halben 
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grossen Achse vom Endpunkte der kleinen aus 6inen Kreis; 
die Punkte, in welchen derselbe die groäse Achse schneidet, 
sind die gesuchten, 
ß) Der Gleichung 7 zufolge gehören zu jeder Abscisse zwei 
gleiche lange, nur mit entgegengesetzten Vorzeichen behaf- 
tete Ordinaten. Ist also N darum ein Ellipsenpunkt, weil 

NM= — y a^ — AM^ gemacht wurde, so muss auch JV^ 
a 

ein solcher sein, wenn NM = N\M ist. Die Curve ver- 
läuft daher in Bezug auf die X Achse symmetrisch. Ferner 
geht aus 7 hervor, dass sich die Variable x nur innerhalb 
'der Grenzen und a bewegen darf, weil für jedes a? > a 
eine imaginaire Ordinate resultiren würde ; dass zu x = 
der grösste, zu x = a der kleinste Werth für y gehört — - 
ersterer ist i, letzterer ist — ; dass y, während x von 
bis a wächst, von 6 bis ab nehmen muss, woraus un- 
mittelbar folgt, dass die Ellipse eine endliche, geschlossene 
Curve ist. 
-y) Nach 8 gehören zu jeder Ordinate zwei gleiche, nur mit 
entgegengesetzten Vorzeichen behaftete Abscissen; ist also JS 

darum ein Ellipsenpunkt, weil OR = -j-Vb^ — AO^ war, 

so muss auch R^ der Curve angehören, wenn OR^ = OR 
ist. Die Ellipse verläuft also in Bezug auf die F Achse 
symmetrisch ; hieraus und mit Rücksicht auf die entsprechende 
Bemerkung in ß folgt daher, dass das Coordinatensystem die 
Curve in 4 congruente Quadranten zerlegt: AUS & AUQ^ 
QAV S VAS, — Die übrigen Consequenzen aus 8 sind 
bereits in ß abgehandelt. 
Bevor wir mit Hülfe der Gleichung die Ellipse zu construiren 
versuchen, stellen wir noch das Verhältniss fest, in welchem die 
Fahrstrahlen irgend eines Punktes zu einander stehen; in den fol- 
genden Untersuchungen werden wir häufig von demselben Gebrauch, 
machen können. Wird der für y erhaltene Werth (Gleichung 7) 
in 1 u. 2 substituirt, so entsteht: 



.^='(/62-^a?24.e2^2eaj+a?^ r=\/b^—^x'^'^e^--2ex-{'x' 



und mit Rücksicht auf die Relation: 
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x^e^ 



•j= ya2 + 2 — a^ 5-, r== r a^ — 2 — a-| 



2 



oder: 



iO) r* = a H , r=a 

* ' a a 

_L_ *^ 

^ r - ^ a^ — ex' 

a 

IL Construction der Ellipse. Die Gleichung der Ellipse 
enthält ausser den Repräsentanten der Coordinaten irgend eines 
Curvenpunktes, ausser den Veränderlichen x und y, nur die beiden 
Constanten a und b. Hieraus folgt, dass die Ellipse ihrer Lage und 
Grösse nach bestinunt sein muss, wenn entweder die grosse und 
kleine Achse direct gegeben sind, oder eine solche Anzahl von 
Elementen bekannt ist, dass aus ihnen jene beiden Achsen berechnet 
werden können. Und weil nun schon früher gezeigt worden ist, 
dass a, b und e {e war die Entfernung eines der beiden Brenn- 
punkte vom Anfangspunkt des Systems; man nennt diese Grösse die 
lineare Excentricität) in einer solchen Beziehung zu einander 
stehen, dass sich aus zwei dieser Grössen die dritte sowohl durch 
Rechnung wie durch Construction finden lässt, so muss die Curve 
bestimmt sein, wenn man kennt: 

1) die beiden Achsen; 

2) Excentricität und grosse Achse; 

3) Excentricität und kleine Achse; 

4) einen Punkt und grosse Achse; 

5) einen Punkt und kleine Achse; 

6) einen Punkt und Excentricität; 

7) zwei Punkte. 

Z. B. Es wäre die Excentricität = e und ein Punkt P: x^ , y^ 
gegeben, so hat man zur Bestimmung von a zunächst: 

. Ist aus dieser Gleichung die grosse Achse berechnet, so folgt 
die kleine aus der bekannten Beziehung 6^ = a* — e*. Oder es 



■ind 2 Punkte, P: x^, y,, Q: x^, t/j S^S^^'^i "o sind a nnd b 
aus den beiden Gleichungen: 



•# = ■ "«^ ^ + ^='- 



1 entnehmen. 



In ähnlicher Weise wird man in jedem der Fitlle von 2 bis 7 
auf 1 znrOckkoromen. Darum v!rd es geuttgen, wenn wir dlA Ellipse 
aus ihren beiden Achsen construiren. Die natürlichste Art der Con- 
stniction ist jedenfalls folgende : Nachdem die Brennpunkte festgelegt 
sind, schlage man mit einem beliebigen Radius r, der nur kleiner 
als die grosse Achse 2a sein muss, von irgend einem jener beiden 
Punkte aus einen Ereis', mit der Differenz 2a — r ^ r, als Halb- 
messer vom Boderen Brennpunkt aus einen zweiten; dann werden 
die Durchschnittspunkte beider Kreislinien darum der Ellipse ange- 
hören, weil f&T sie stattfindet, dsss die Summe ihrer Fahrstrahlen 
gleich 2a, gleich der grossen Achse ist. — Einfacher und darum 
anwendbarer sind jedoch die folgenden Methoden; 1) Vom Anfangs- 
punkt^ des Coordinatensystems (Fig. 31) an schlage man zwei con- 
centrisohe Kreise der Halb- n. ., 

messer aj halbe grosse, und 
b, halbe kleine Achse. — 
Wenn nun irgend ein Ra- 
dius diesQ beiden Linien in 
M und N ichneidet, wenn 
NP _L AX und J10\\ÄX 
gezogen wird, dann muss 
darum ein E*unkt der Ellipse 
sein, weil fUr seine Coordina- 
ten AP =x vnA PO = y 
der ConstrucUoa zufolge statt- 
findet: 

AM: AN = PO -.PN 



l=Ji.ya^ 



2) Man construire nus AP=a und AS=b ein Rechteck 
ASRP (Fig. 32) und zerlege zwei aneinander gtoasende Seiten des- 
selben z. B. ^5 

und SR in die- ^'^- '^" 

selbe Anzahl glei- 
cher Theile, etwa 
in 8. Legt man 
nun durch Q, unter 
der Voraussetzung : 
AQ = AP, und 
durch die Theil- 
punkte I, II, III. 
IV, V u. 8. w. ein 
System von graden 
Linien, verbindet 
darauf P der Keihe 

nach mit den Punkten 1, 2; 3, 4, 5 u. s. w., bo werden zwei Grade 
deBselben Ranges: Ql und Pl, QU und P2, Qtll und P3 u. s. w. 
sich in Ellipsenpunkten schneiden. Denn weil z. B. der Punkt m 

in der QlII: y =^ (3; + «) wie auch in der P3: y :^ 3— (o — ^) 

liegt, so müssen seine Coordinatcn den Gleichungen dieser bei- 
den Graden gleichzeitig gentigen nnij umgekehrt wird diejenige 
Beziehung zwischen y und x, welche aus irgend einer VereiniguBg 
jener beiden Gleichungen hervorgeht, das Verhältniss der Coor- 
dinatcn desjenigen Elementes darstellen, welches den Linien der 
Gleichungen gemeinsam ist. Verbindet man die letzteren aber durch 

Muldplicatäon, so entsteht: y^<= — ^ (a^ — x*) oder: j-^-\ j- =1; j 

der Punkt m, weil er der Curve der letzten Gleichung angehören 
muss, liegt demnach in einer Ellipse der Achsen 2a und 2b. 

HI. Die Tangente an die Ellipse. Wenn die Coordinaten 
des äner beliebigen Graden der Gleichung : y = mx -\r n und einer 

x^ «2 I 

Ellipse der Gleichung: — ä"-h^=^l gemeinsamen Elementes mit 

a,' und j' bezeichnet werden, dann hat man zur Berechnung dieser ; 
noch unbekannten Grössen die beiden Gleichungen: 1 
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1) y' = mx^ -\- n 

£liminirt man entweder die Unbekannte y^ oder af^, so ergeben 
sich quadratische Gleichungen, für deren Wurzeln man findet: 

. ^ nJ^ -f- a^Tn 1/fe2 _|_ (^2^2 — ^2 

^ ^ ~ 62 ^ a2m2 

Beide Resultate liefi^rn in gleicher Weise diejenigen Bedin- 
gungen, welche von den vier Constanten a, 6, m, n zu erfüllen 
sind, damit die Grade entweder Secante oder Tangente der Ellipse 
ist oder mit allen ihren Theilen ausserhalb derselben liegt. Wir 
erkennen nämlich folgende Unterschiede: 

a) Ist&2_|„^2|yj2^^2^ dann erscheinen sowohl fiir af- wie 
für y^ zwei verschiedene reelle Werthe; in 
diesem Falle hat also die Grade mit der Ellipse zwei 
gemeinsame Punkte, ist demnach eine Secante. 
p) Ist £2 «j« ct2^2 = yj2^ go hat d^ wie y^ nur einen ein- 
zigen reellen Werth; Grade und Ellipse haben also 
nur einen Punkt gemeinschaftlieh; und weil die Ellipse, 
wie früher bewiesen wurde, eine geschlossene Curve sein 
muss, so wird in diesem Falle die Grade eine Tan- 
gente sein. 

1) Ist 62 J^ a^ra'^ <C w^> 8^ ^^^^ ^ ^^^ V^ imaginair; Curve 
und Grade haben demnach unter dieser Bedingung 
keinen gemeinsamen Punkt. 

Unter diesen durch Discussion der Wurzeln 3 oder 4 erhal- 
tenen Sätzen sind für uns die beiden wichtigsten: 

Eine Grade kann eine Ellipse höchstens in 2 
Punkten schneiden. 

Eine Grade der Gleichung y = 7na?-}-w muss eine 

Ellipse der Gleichung: — « + rr = ^ berühren, 
wenn 62 ^ ^2^2 --= |j2 jgt. 
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Wir gehen jetzt zu der Aufgabe über, durch einen iror der 
Hand noch beliebigen Pnnkt Pix^^ y^) eine die Ellipse tangirende 
Grade zu legen. Die Lösung dieses Problems wird nach dem Vor- 
hergehenden in der Berechnung solcher Werthe füf m und n — 
diese beiden Grössen haben natürlich ihre frühere Bedeutung; sie 
sind die Constanten der Graden-Gleichung — bestehen, welche gleich- 
zeitig den beiden Gleichungen: 

5) yi = «la?, 4- n 

6) 62 ^ ^2^2 _ ^2 

genügen. Welche der beiden Unbekannten, m und n, man auch 
eliminiren möge, es wird stets eine quadratische Gleichung zum Vor- 
schein kommen, deren Wurzeln beziehungsweise sind: 



7) m«= — 



^iVi i V^^^y 1^ ^~ f^^^^ — ö^fc* 



a* — x< 



. yio^ + »1 1/q^y 1^ + f>^^i^ — ^^fc* 

Weil nun der gegebene Punkt in Bezug auf die Ellipse be- 
liebig bestimmt werden kann, ohne die Richtigkeit unserer Resultate 
zu beschränken, so werden seine Coordinaten x^ und y^ zu den 
Achsen a und b in jedem nur möglichen Verhältnisse stehen können. 
Es lassen sich demnach folgende Fälle unterscheiden: 

a) Ist a^y^ -f- b^x^ > a*6*, so ergeben sich ftlr m und n 
zwei Paare von reellen Werthen, in diesem Falle 
müssen also zwei Tangenten möglich seinr ' 

p) Ist a^y^ -}- b^x^ = a^J^, so erhalten wir flir m wie ftir 
n nur eine einzige reelle Wurzel, kommen also nur 
zu einer Tangente. 

y) Ist a^y^ -f- 6*«!* <a26*, so sind m und n gleich- 
zeitig imaginair; es existirt demnach in diesem 
Falle keine Tangente. 

Je nachdem aber: a^y^ -[" ^^^^ — a^fc^ ist, wird der Punkt 

P ausserhalb oder in der Ellipse selbst oder innerhalb derselben 
liegen. Unsere letzte Betrachtung liefert daher für die Geometrie 
den dreitheiligen Lehrsatz: 
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Von einem Punkte ausserhalb der Ellipse lassen sich 

zwei Tangenten, von einem Punkte in derselben 

lotest sich eine, von einem Punkte innerhalb derselben 

lässt sich keine Tangente an die Curve legen. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit dem zweiten Fall; P(x^, y,) 

liegt in der Ellipse, ist also der Berührungspunkt selbst; es wird 

demnach etattSnden ratlssen: 

so dass mit Rficksicht auf 7 und 8 sich fiir die Constanten der zu 
coustruirenden Gleichung die Werthe ergeben: 

'<»- = - J^- "'» = rf^- 

Die Gleichung einer geometrischen Tangente an eine Ellipse : 
— j — \- -j^ =: 1 im Punkte Kj, y^ ist also: 



und weil der Bedingungsgleichung 9 zufolge: a* — x^ = -j-^ i 
sein muse: 

13) aVyi+i*aa;i=a26J oder: -^ + ^ = 1. 

Diese Tangente p.^ ^^ 

geht durch die 

Absdssen - Achse 

in einem Punkte 

y(Fig.33), des- 

senOrdinate=0, 

dessen Äbscisse 

x = äV^^ 

ist. Hierausfolgt 
für die Länge der 
Subtg.: FÄ = 

14) Subtg = - xi = " """^ 
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Denselben Werth hat aber auch die Subtg. eines 
Mittelpunktkreises vom Radius a (Cap. 3. U, pag.32); darum 
lässt sich die Tangente an die Ellipse in irgend einem Punkte S dadurch 
finden, dass man zunächst von A aus mit dem Halbmesser AL einen 
Kreis schlägt, an diesen darauf in dem Punkte S^ , welcher .mit dem 
Ellipsenpunkte S die gemeinschaftliche Abscisse AR hat, eine Be- 
rührungsgrade legt; ist diese S^ F, so ist VR die Subtg. des Kreises, 
also auch die der Ellipse; folglich muss VS die verlangte Tangente 
sein. — Bringt man die Tangentengleichung 13 auf die Form: 

15) y = -x-^-{ 

so ergiebt sich als Gleichung einer beliebigen Senkrechten zur 
Tangente : 



''>»="' pfr+^ 



wo E den noch unbestimmt gelassenen Abschnitt auf der !F Achse 
bedeutet. Demnach ist die Gleichung einer Normalen zur Ellipse 
im Punkte oc^, y^: 

17) y — yi = p|^ («^— «i)- 

Schneidet die Gerade dieser letzten Gleichung die XAchse in 
einem Punkte Q (Fig. 33), dann erhält man mit Rücksicht auf 17 
fllr seine Coordinaten: 

folglich sind die Entfernungen dieses Punktes von den beiden Brenn- 
punkten F^ und F\ 

19) Q2^,=e-f ^, QF=e-^. 

Nennt man nun die Winkel der Normalen mit der X Achse 
kurzweg y und Yi> so <iftss y-j-Yi = 180® sein muss; nennt die 
Winkel der Fahrstrahlen des Berührungspunktes mit der Normalen 
a und ß in der Weise, dass LF^PQ = a, L QJPF=% L F^QP=^, 
Z. -F(iP=Yi ist, so hat man: 

F^P _ sin Y^ FP _ sin Yj^ 
F^Q ~ sina' FQ ~ sinß 
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hierin statt Fy^P und FP die Werthe aus I, 10, (pag. 60) statt F^Q 
und FQ die Werthe aus 19 eingesetzt : 



suiY 



a i- all ^1 

a \ a^ / a 

sin 9 x* e^ / ex* \ e 

ergiebt sich: 



siuYi _ 



sm 



T _ s'^^Ti 



sina sinß 

Die Winkel ^ ^"^ Ti ergänzen sich aber zu 180®, so dass: . 
siuY = siny^ ist und darum unser letztes Resultat die einfachere Ge- 
stalt annimmt: ' ' 

20) sin a = sin ß, also : Z, a = Z. ß, 

d. h. Die Normale halbirt denWinkel der Fahrstrahlen 
des Berührungspunktes. 
Verlängert man irgend einen der R. V., z. B. F^P über P hin- 
aus (Fig. 33), so findet statt: 

Z.a+ Z.ai =900, Z. ß -f Z. ß^ = 90« 

also: Z.a-{-Zai = Zß-{-Z.ßi; und weil Z.a= Zß, Z.ai = Z8 
sein muss: 

21) Z.8=Z.ßi 

d. h. Die Tangente halbirt den Nebenwinkel zum Win- 
kel der Fahrstrahlen des .Berührungspunktes. 
Es wird kaum nöthig sein, auf die einfachen Tangenten - Con- 
structionen aufmerksam zu machen, welche sich aus den Lehrsätzen 
20>und 21 unmittelbar ergeben. 

IV. Zwei Tangenten an die Ellipse. Im vorhergehenden 
Abschnitte wurde bereits der Satz bewiesen : Von einem Punkte 
P{Xij y^) ausserhalb der Ellipse lassen sich an die Curve zwei 
Tangenten legen. Beschäftigen wir uns jetzt mit den Gleichungen 

4 ■. o 



und der Construction eiaeg Bolcben Tangentenpaftres. Die ersteren 
sind leicht hergeatellt; denn weil füt ihre Constanten schon geiunden 
wurde (7 und 8 in II, pag. 64) : 

a* — a;,' ' 

80 werden die Gleichungen zweier Tangenten, von einem Pankte 
x^, ji aus an eine Ellipse — y -\- -^ = 1 gelegt, heissea mttssen: 

1) y^ ________ X 

2) y = - ^iiÜ^zJ/^V^SHZEa, 



H ai — 31,2 

Mit Hülfe dieser beiden Ausdrücke lieese sich allerdings wohl 
eine Construction der zugehdrigen Graden bewerics teiligen ; der Ein- 
fachheit halber ist es jedoch vorzuziehen, mit Rücksicht auf die 
Lehrsätze 19 und 20 (III.) folgen dermaassen zu verfahren: 

Mit der Entfernung des gegebenen Punktes P (Fig. 34) von 
irgend einem der beiden Brennpunkte z. B. F als Halbmesser 
Pig. 34. 
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schlage man von P aus einen Kreis; mit der grossen Achse NG=ia 
als Eadius vom anderen Brennpunkte F^ aus einen zweiten Kreis, 
welcher den ersten in iJ und Q schneidet; verbindet man darauf 
i^j mit 22 und mit Q, so werden die beiden Punkte L und M, in 
welchen jene verbindenden Graden F^R und F^Q die Ellipse 
schneiden, die Berührungspunkte der gesuchten Tangenten: PLT 
und PMT^ sein, und zwar aus folgenden Gründen. Der Construc- 
tion zufolge ist: FyL-\-LR=2a\ weil nun auch: F^L-\'LF=1a 
sein muss, so folgt: LR^=LF. Hierzu PR=PF und LP=LP 
genommen j erkennt man die Congruenz der Dreiecke RLP und 
LFP, also ist: LRLP^ LFLP, d. h. die PLT halbirt den 
Nebenwinkel zum Winkel der Fahrstrahlen des Punktes Z, ist dem- 
nach (III, 20) eine geometrische Tangente an die Ellipse. Ferner 
findet statt \ F^M^MQl^la.F^M^ MF= 2a, also : MQ = MF, 
QP=FP, MP=MP: AMQP^AFMP: LPMQ=LFMP, 
folglich ist PMT^ die zweite Tangente. 

V. Durchmesser und Mittelpunkt. Werden die Coor- 
dinaten ^es Punktes, den eine Grade: y =zmx~\-n und eine Ellipse: 

— 2 — h ^2" "^^ ^ gemeinschaftlich haben, mit a^ und y^ bezeichnet, 
so haben nach 3 u. 4 in III (pag. 63) diese beiden Grössen die Werthe: 



^ b^ -^ aP"m^ 

j ^ n62 -j- abm\/b^ -f- a^m^ — n^ 

2) » = y b^~:f^2^2 

Setzt man die Grade als durch den Anfangspunkt verlaufend 
voraus, dann wird n=0, so dass 1 und 2 übergehen in: 

«X T I ^* >•^ 1 1 ^^ 



Beide für a^ und y^ erhaltenen Werthe sind stets reell; jede 
Grade, durch den Anfang des Systems gelegt, muss daher die Ellipse 
in zwei Punkten schneiden. Und weil die Coordinaten dieser Punkte: 
2^2 ^"^^ -^1 (^ig- 34), absolut genommen, gleiche Werthe haben, 
also AS=^AS^ und SR2=SiRj^ sein muss, so werden die beiden 
Dreiecke ÄR2S und AS^R^ congruent sein, also: 

4) AR2 = AR^ — ^ jBjÄi 



70 

stattfinden. P. h. Durch den Schnittpunkt der Achsen j 
gelegte Sehnen werden in diesem halhirt. Daher konunt I 
es, dass man den ersteren: Mittelpunkt, die Sehne selbst einen 
Durchmesser der Ellipse nennt. 

Ftir die Länge l eines solchen Durchmessers, dessen Endpunkte 
7?2 und jßj nach 3 und 4 die Gleichungen haben: 

, ab ab 

i 1 / 1 O I « 4 I 






ergiebt sich der Werth: 



Die Form dieses Ausdrucks zeigt^ dass der grösste oder kleinste 
Werth von m den kleinsten oder grössten Werth von Z zur Folge 
hat; der grösste Werth von m ist aber oo, der kleinste ist 0, denn 
m ist die trigonometrische Tangente des Winkels jßj^«^; für m = oo 

wird L BoAS = 90» und l = 2ab l/-4 =26: für m = wird 



Z. B2AS = und l=2ab y j-^ = 2a. Diese Resultate, in Worten 

ausgedrückt, werden demnach lauten müssen: 

Die grosse Achse der Ellipse ist der grösste, die 
kleine Achse der kleinste Durchmesser. 

VI. Conjugirte Durchmesser. Auf ein beliebiges schief- 
winkliges System, dessen Achsen mit der ursprünglichen 2 Achse 
die Winkel a und a^ einschliessen , dessen Anfangs- Coordinaten m 
und n sind, wird bekanntlich die Ellipsen-Gleichung: 



(w -J- a? cosg -f- y cosg ^)^ , (n -f- « sin« -f- y «^«1)^ 



= 1 



oder: 



71 



I n /cos a cos «1 , sinasinaA , m^ , w^ 

sein mässen. Für conjugirte Durchmesser sind deiqnach die vier 
Constanten m^ n, a und a^ so zu bestimmen, dass gleichzeitig: 

mcosa , nsina 

mcos«! , nsing^ 

cosacosa. , sinasina« 

«2 ^^ t2 

stattfindet. Aus den beiden ersten Bedingungsgleichungen erhält 
man, wenn einmal die obere mit cosa^, die untere mit cosa multi- 
plicirt und darauf subtrahirt wird: 

■p- sin(a — »i) = 

wenn, einmal die untere mit sina, die obere mit sina| multiplicirt 
und dann subtrahirt wird: 

—TT smfa — ai) = 0. 

Hieraus folgt, dass m = n = sein muss. — Die dritte Bedingungs- 
gleichung liefert: 

62 



tga *gar= — 



a2 



so dass sich also zur Bestimmung der beiden Winkel a und a^ nur 
eine einzige Gleichung ergeben hat, deren unendlich viele ver- 
schiedene Lösungen darum ohne Ausnahme für vorliegenden Fall 
zu berücksichtigen sind, weil es sich um die Werthermittelung einer 
trigonometrischen Tangente — tg a oder tg a^ — handelt, und 
diese sich bekanntlich innerhalb der Grenzen — oo und -|- oo be- 
wegen kann. Der Ellipse kompien demnach unzählig viele ver< 



ichiedene Paare conjagirter Durchmesser zu, auf welche bezogeo 
ihre Gleichung: 



^^^'C-^+'P) + y'C-^ + '^'^- 



eein muss, wenn noch in die CoefScIenten solche Werthe statt a 
und Sj Gubstituirt werden, welche der Bedingungsgleichung : 

tgatga, = — -^ 

genllgen. Die gegenseitige Lage der Achsen eines Bolchen Systems 
erkennt man, wenn zunächst die neue Abscissen-Linie X^P^APX^ 
(Fig. 35) willkürlich bestimmt nnd die Coordinaten des Punktes P, 

. ■ Fig. 35. 



in welchem sich jene Achse und die Ellipse schneiden, vielleicht 
kurzweg mit a;, und y, bezeichnet werden, so dass tg (Z. X^AX) = 

tga^ ist; dann wird, der Bedingungsgleichung tga . tgo, ^ 

j- zufolge, der neuen Ordiuaten-Achse eine solche Lage zuzu- 

ertheilen sein, dass stattfindet: 

3) tg(r,.4Jf) = tg«j=_-^. 

Nun wurde aber für die Gleichung einer geometrischen Tangente 
an die Ellipse im Punkte f(a;,, jj bereits gefunden {III, 15, p8g.66): 

^) y = — -zjTT '^ + ^ 
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es miiss alBO die trigonometrische Tangente des Winkels 

Ji— ^ ) 

gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels der 
neuen Ordinaten- mit der XAchse sein. Der zu X^X^ 
oder PjP conjugirte Durchmesser muss demnach der 
Tangente an die Ellipse im Punkte P parallel laufen. 
Hierin liegt eine einfache Construction eines Paares conjugirter 
Achsen. 

Die Coordinaten des Pqnktes Pj sind nach V: — x^ — y^] 
folglich ist die Gleichung einer Graden, durch P^ parallel zu TT 

7t2 n/» D X 

angelegt: y + y^= — ^^ (x -f x^) oder: y = — -^^ x — 

^^-K~ — ^^ und mit Rücksicht darauf, dass P(a?,,Vi) einEllipsen- 

punkt ist, für seine Coordinaten also stattfindet: h^x^ '\'d^y ^ ^=-a^h'^ 

5) y = ^-^ X . 

Ebenso ist die Gleichung einer geometrischen Tangente an die Curve 
im Punkte Pj ( — ajj, — y^ nach 4: 

h'^x. 62 

6) y = ^-^x 

5 und 6 sind aber identisch, also auch die zu diesen Gleichungen 
gehörenden Graden ; d. h. sind T^ T^ und TT Tangenten in correspon- 
direnden Punkten P und P^, so ist: TT || Y^Y^^ || T^T<j^. 

Die Fj Y^ , so wurde vorhin gezeigt , muss der Graden der 
Gleichung : 

^ a2yj ^ y^ 

parallel laufen; dieselbe geht ausserdem durch den Anfangspunkt A\ 
demnach ist ihre Gleichung, bezogen auf das ursprüngliche System: 

Bezeichnet man nun die Coordinaten der Punkte, in welchen 
die Y^Y^ die gegebene Ellipse schneidet, mit x^ und y^^ so sind 
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die Werthe dieser beiden Unbekannten «aus den Gleichungen zu. be- 
rechnen : 

~ «*yi a» + 6* 

und zwar erhält man: 

'«'2 — X 5 . yj — + ^ 

d. h.' oflienbar: Die Gleichungen der Punkte Q und Qj sind: 

_ «yi 

Qi: 




a,_ j 






a 



Darum werden die Gleichungen zweier Graden, durch die Punkte 
Q und Qy parallel der Xy^X^ angelegt, sein müssen: 

9) durch Q:y_^=a(a; + ffA) oder: ^ = ^„,4.5^ 

10) durch Q. :« + ^ = ^ fa! — ^-i) oder: y^Ulx — — 

Ferner sind nach 4 die Gleichungen zweier Tangenten an die Ellipse 
in den Punkten Q und Q^ : 



7 2 IL 

11) Tangente in Q: y='* TZT'^'^ T — oder:y =— a5-| 



b- 


i«yi 

• b 


a2. 

i2. 


6», 
a 

«yi 

b 


a2- 


bXi 



12) TangenteinQi:2/== ^^^x'H ^— od.: i/=|iÄJ— — 

a a 

Man sieht also, sowohl 9 und 11, wie auch 10 und 12 sind 
identisch und bekommt darum jetzt den allgemeinen Lehrsatz: 

Parallele zu conjugirten Durchmessern, in den 
Durchschnittspunkten der letzteren und der 
Ellipse angelegt, sind für die Cnrve Tangenten. 
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Verläilgert man die Tangenten, bis sie eich schneiden, bo ent- 
Btetit ein Viereck UVWZ, welches man, letzterem Satz zufolge, 
das der Ellipse umschriebene Parallelogramm nennen kann. 
Die Coordinaten der vier Punkte P, Q, P, u. Q, sind bereits vor- 
hin folgenderraassen bestimmt: 



« = -|-a;, 



'-+!/i 



15) P, : 



16) Q, 



Darum werden sich die Gleichungen solcher Graden, die durch ir- 
gend zwei dieser Punkte verlaufen, ohne Mähe herstellen lassen. 
Und zwar erh£lt man: 



17) PQ: J-S,= 



IS) P,Qi:s + yi- 






{x-x,) 



(aj+a;,) 
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Aus den Fonnen dieser vier Gleichungen ist ohne Weiteres zu 
erkennen, dass PQ\\P^Q^ und QP^ \\ PQi »ein muss, dass also 
das Viereck QPQ^P^ ein in die Ellipse eingeschriebenes 
Parallelogramm genannt werden kann. — Als Gleichung der 
Ellipse, bezogen auf irgend ein System conjugirter Durchmesser, 
wurde schon in 2 der Ausdruck festgestellt: 

^■) «'(^+^)+»'(^+'^)=' 

wenn noch die Coefficienten der Gleichung: tgatga^ = oder 

den Gleichungen : tga = — , tga|= s — gemäss umgeformt 

werden. 

Setzt man jetzt kurzweg: 

cos^a . sin^ a 1 cos^ a< , sin^aj 1 



. cos-'a 1^ sm'' a i cos* a^ _, 



a2 ' 62—^2' ^2 I J2 ^2 



so geht 21 über in: 



# 



^^^ ■32' + J52 = ^ 



woraus sich entnehmen lässt: a? = + -,y \^ B^ — y^ und 
1/ c= + "j" 1/-42 — a?2^ ^^ h^ einmal gehören zu jeder Ordinate 

X*. 

Acy Ad, U.S.W, zwei gleich lange Abscissen: ce = ce^y dg = dg^ 
u. s. w., wenn ee^ \\ gg^ (| X^X^ vorausgesetzt wird; einandermal 
gehören zu jeder Abscisse: Am, An u. s. w. zwei gleich lange 
Ordinaten: mp = mp^, nq = nq^ u. s. w., wenn pp^ || ?2i || ^^1 
ist. Beide Punkte zusammengefasst erhält man den Lehrsatz: 

Sehnen der Ellipse, parallel einem conjugirten 
Durchmesser, werden vom anderen halbirt. 

Aus diesem Satze ergiebt sich für die Construction zusammen- 
gehöriger Achsen folgendes einfache Verfahren : Betrachtet man 
einen beliebigen Durchmesser der Ellipse als neue X Achse, so hat 
man nur den Halbirungspunkt einer Sehne, jenem Durchmesser pa- 
rallel gezogen, mit dem Anfangspunkte des Coordinatensjstems durch 
eine Grade zu verbinden j diese letztere wird die neue y Achse sein. 

Betrachten wir nun die Werthe von A und B, Den Bedin- 

gungsgleichungen : tga = — , tga^ = ^ — - zufolge, ist: 

x^ a y^ 
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cos g = , ^ , sin«= , ^^ 

cosa. = , ^^ , sm a. === -7:=====^===- 

(Die Quadratwurzeln in den Nennern der beiden Ausdrücke für 
cos a^ und sin a^ sind in diesem Falle nämlich mit negativem Vorzeichen 

in Anrechnung zu bringen, weil aus tga = 2 ^o^gt> dass 

«1 stumpf ist, so dass cosa^ <;0, sina^ >0 sein muss.) 
Mit Rücksicht auf 22 findet man jetzt: 

24) A^ = x^ + 2,5 B-^ = «^yi^^+^'"i\ 

Aus diesen Resultaten lässt sich die geometrische Be- 
deutung der Grössen A und B erkennen, wenn man überlegt, 
dass für%(Fig.35): 

ist; es muss abo AP= A, AQ = B sein. 

Der Punkt P(a?i,yi) gehört der Ellipse an; für seine Coordi- 
naten findet daher statt: a^y^ -|~ b^x^ = a^b^. Benutzt man 
diese Gleichung, um dem für B^ in 24 erhaltenen Werthe dadurch 
eine andere Form zu geben, dass man y^ eliminirt, so entsteht: 

I 

Weil aber die beiden Factoren der rechten Seite letzter Glei- 
chung nach {I, 10, pag. 60) die Länge der R. V. des Punktes x^j y^ dar- 
stellen, so liegt in 25 der Lehrsatz: 

B ist die mittlere Proportionale der Fahrstrahlen 
desPunktesP. 
Hieraus lässt sich offenbar ein drittes Verfahren, conjugirte 
Darchpiesser für die Ellipse zu construiren, ableiten. 

Die beiden in 24 für A'^ und JS^ festgestellten Werthe geben 
addirt: 
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26) A^ + B^ ^ia^^-h^M^W■¥hW) ^,. ^5. 

d. h. die Summe der Quadrate der halben neuen Achsen 
ist eine constante unveränderliche Grösse. 

Und endlich erhält man, wenn in die bekannte gpniometrische Formel : 
sin(a| — a) = sinai cosa — cosa^ sina die vorhin ftir sina u. s. w. 
schon berechneten Werthe substituirt werden : ' 

sm («1 — a) = 



oder mit Rücksicht auf 24 : 

und reducirt : < 

27) AB sin (a^ — a) = ab. 

Weil aber ab der Inhalt des vierten -Theiles des umschriebenen 
Rechtecks, AB sin (a^ — a) der Inhalt des vierten Theiles des 
umschriebenen Parallelogramms ist, so lässt sich die in Gleichung 
27 enthaltene Wahrheit folgendermaassen aussprechen: 

Um die Ellipse beschriebene Parallelogramme 
haben gleichen Inhalt,' nämlich den des um- 
schriebenen Rechtecks. 

Handelt es sich um die Lösung bestimmter Aufgaben, die 
sich auf die conjugirten Durchmesser der Ellipse beziehen, so wird 
es im Allgemeinen darauf ankommen, drei der sechs Grössen a, a^, 
a, 6, A und B zu berechnen, wenn die drei anderen gegeben sind. 
Zu diesem Zwecke wird man sich mittel- oder unmittelbar der drei 
Fundamentalgleichungen be'dienen müssen, deren Richtigkeit in der 
letzten Untersuchung bewiesen ist, nämlich: 



&2 



tga tgai= — -3;2> a^-{'b^=A^'^B^f AB sin («j — a) = a&. 



1. Aufgabe. In welchem Verhältnisse müssen a und b zu- 
sammen stehen^ wenn der Conjugationswinkel — so nennt man den 
Winkel Y^AX^ =ol^ — a — jedes Systems 90® betragen soll? 



79 

Man verbinde Irgend einen Punkt P der Ellipse (Fig. 
den Endpunkten der grossen 
Achse durch zwei Grade PQ 
und PR, flir deren Gleichnn- 
gen man hat: 

h 




isgesetzt wird. Für 

die Winkel ^ und ß, von jenen Graden und der XAchse einge- 
schlossen, erhält man demnach ; 



=..+« 



Den nämlichen Werth muas aber 



auch, wie in VI. bewiesen worden ist, das Product tg a tg o^ haben, 
wenn a und «j die Winkel conjugirter Durchmesser mit der Ab- 
scissenachse sind. Hieraus folgt einmal, dass durch den Anfangs- 
punkt A gelegte Parallele zu den Sehnen QP und RP — man 
nennt die letzteren Supplementärsehnen -- — conjugirte Durch- 
messer der Ellipse sein müssen , und einandermal , dass der Peri- 
pheriewinkel QPR gleich dem Co njugations winket Y^AX^ = «j — a 
ißt. — Die obige Aufgabe findet nach Vorstehenden Bemerkungen 
ihre Lösung in der Berechnung desjenigen Verhältnisses zwischen 
a nnd 6, ftlr welches PQJ^PR sein muss. Bekannten Sätzen zu- 
folge wird man demnach als analytische Bedingung erhalten: 

a ' ' Xf — a 



welche Gleichung sich auf h =a redncirt. D. h. die Ellipse mnu 
in einea Kreis Hbergehen. 

2. Aufgabe, Diejenigen conjugirt^n Durchmesser ra con- 
Btniiren, welche gleiche Länge haben. 

Fttr ^ = jB wird aus ^^ + ß> = a* + fi' : 



= ß = 



yai + 6* 



welche Grösse sich folgendennaassen geometrisch daiatellen lilsst. 

DieGIeichung der Diagonale 
AS (Fig. 37) des Rechtecks Pig 37 

AMSP, aus denÄcl)seni4Af=a w BBffl* fW9! 

und AP=b der Ellipse con- B^- ■■" '™ 

struirt, ist offenbar: 



und schneidet daher die Curve 
in einem Punkte T, für dessen 
Coordinaten x^ und y, aus: 

uch ergiebt; 






^,=«Vi, y. = 6|/i- 



Folglich muss: AT= 1/^7+ ^i* = y "^ + ^^ ^^^ß 

sein, so dass ein Kreis iies Mittelpunktes A und des Kadius AT' die 
Ellipse in vier Punkten schneidet, welche die gleichen Achsen der 

Ciirve festlegon. 

3. Aufgabe. Aus irgend zwei conjugirten Durchmessern und 
ihrem Conjugations winket die Ellipse zu verzeichnen. Legt man die 
gegebenen Achsen: AM = AN=A, AP=AQ = B (Fig. 38) 
unter dem gegebenen Winkel Y,AXi aneinander, schlägt mit AM 
von A aus einen Kreis, Hiebt AC _\_XiXi, verbindet C mit P, 
dann musss, wenn ca J_ XjXj, cp \\ CP und ap \\ Yi I", gezogen 
wurde, der Punkt p dämm in der lu constmirenden Ellipse liegen, 



weil fllr seine Coordinaten 
Aa = X, ap = y Btatt- 

ap:ac = AP : AC 
oder: 
y.yÄ^^^xT^ ^ B:Ä 



£j + ^! — '■ 

VII. Die Quadratur der Ellipse. Tim die Ellipse der 
Gleichung = -j -|- Tj = ^ sei ein Kreis der Gleichung : x'^-\-y'^=a'^ 

beachrieben (Fig. 39). Construirt man nun zwei Polygone, deren 

Seiten einmal Sehnen der 

£llipBe, einandermal Sehnen ^' 

des Kreises sind, während 
ihren Eckpunkten stets die 
nämlichen Äbscissen zukom- 
men, z. B. BCDE u. s. w. 
und BCy jPi ^1 u. s. w., 
dann lässt sich zunächst eine 
Vergleich ung der Inhalte 

beider Vielecke dadurch bewerkstelligen, dass man die ein/einen 
Trapeze berechnet, worin jene durch die Ordinalen ihrer Eckpunkte 
zerlegt werden. Und zwar erhält man, wenn der Kürze halber AM 
mit %,, A^ mit x^ bezeichnet wird: 




^ 

b 






und hieraas: 



i4£DJf 



^(a+ysnri;?)^ 



AE.D.M ^ X. a 






(Vä^-=--^^ + Yu^^ir^) C^^^) 



b , /— i; X <f — a?< 



|/a2 gr^ 



welche drei (jleichungen ohne Schwierigkeit zusammengezogen wer- 
den können in: 

AEDCB _b^ 
AE^D^C\B ~ a 

Dieses Resultat ist aber unabhingig von der Grösse der Höhe 
der einzelnen Trapeze, wird also auch dann noch seine Gültigkeit 
haben, wenn diese Höhe als unendlich klein, oder die Anzahl der 
Seiten der eingeschriebenen Polygone als unendlich gross voraus- 
gesetzt wird, so dass statt der Vielecke die Curven selbst zu setzen 
sind. Unter dieser Annahme wird aus der letzten Gleichung: 

4- Ellipse Ellipse 6 , ^„. - 

*. ^ . = ^ . = — , also Elhpse = am. 
\ Kreis Kreis a 

YIU. Verschiedene Formen der Ellipsengleichung. 
Setzt man die Achsen der Ellipse als gleich voraus, so geht ihre 

Gleichung -2 "f" 12 = ^ in «^ -[" y^ = *^ — ^^ Mittelpunktskreis 

vom Halbmesser a — über. Demnach kann man den Kreis als 
speciellen Fall der Ellipse auffassen und demselben dadurch Eigen- 
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Schäften nachzuweisen suchen, dass man in die analytischen Aus- 
drücke, welche sich ursprünglich auf die Ellipse heziehen, statt der 
bislang noch ungleichen Achsen dieselbe Grösse substituirt; die 
geometrische Bedeutung der so veränderten Formeln gehört nun der 
Kreislinie an. Von der Richtigkeit dieser Behauptung überzeugt 
man sich leicht, wenn dieimCap.: Die Ellipse erhaltenen Resul- 
tate in der angedeuteten Weise umgeformt und mit den im Cap. : 
Der Kreis entwickelten verglichen werden. — In den folgenden 
Untersuchungen werden wir den Kreis stets als eine gleichachsige 
Ellipse auffassen. — Verlegt man den Anfangspunkt des Coordinaten- 
systems vom Mittelpunkt der Ellipse nach demjenigen Endpunkt 
ihrer grossen Achse, dessen Coordinaten x = — a, y = sind, so 
erhält man als neue Gleichung der Ellipse den Ausdruck: 

y^ = . X jfic^. Bezeichnet man nun die im Brennpunkte 

errichtete Senkrechte zu XAchse mit p, — Parameter der Ellipse — , 
so dass p die Ordinate des Ellipsenpunktes ist, welcher zur Abscisse : 

a+« = a+|/tt^ — 6* gehört und der Ellipsengleichung zufolge gleich 

— sein muss , dann lässt sich der zuletzt erhaltenen , sogenannten 

Scheitelgleichung der Ellipse auch die Form geben: y^ = 

2px — -^x'. Dieselbe geht für ein unendlich grosses a in y^ = 

2pXf in die Parabelgleichung über, aus welcher Bemerkung er- 
hellt, dass man die Parabel als eine Ellipse mit unendlich grosser 
Achse betrachten kann. 

Der Entfernung irgend eines der beiden Brennpunkte vom Mit- 
telpunkt der Ellipse gaben wir in II.(pag. 60) den Namen der linea- 
ren Excentricität; statt dieser pflegt man auch wohl die s. g. nu- 
merische Excentricität, worunter diejenige Zahl verstanden 
sein soll, die den Werth des Verhältnisses der linearen Excentri- 
cität zur halben grossen Achse darstellt, in die Rechnung zu brin- 
gen. Bezeichnet man dieselbe mit j?, so dass stattfinden muss: 

E=i— oder E.a=^e = Va^ —b^ 

a ^ 

also auch: b^ = a^ (1 —E^), 

dann lässt sich die Mittelpunktsgleichung der Ellipse auch 
in der Form: 

6* 
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aj* , y* 



und diejenige Gleichung der Ellipse, welche Bezug hat atif ein or- 
thogonales Coordinatensystem des Anfangspunktes Fi x =^ -\- c, 
y = 0, in der Form: 

(a^ + a^)2 y2 

' a2 ^a2(l-i;2) 

geben. 

Geht man endlich vom parallelen zum polaren Coordinaten- 
system, dessen Achse mit der jedesmaligen Abscissenachse, dessen 
Pol mit dem jedesmaligen Anfangspunkt zusammenfallt, dadurch 
über, dass man in die bezüglichen Gleichungen statt: x\ rcos(p, 
statt y :r sincp substituirt, dann wird aus 1 : 

r2 cos2 <p (1 _£^) -f- r2 sin2 <p = a^ (l —E^) 



1/ 1— JB2 
oder : 3) r = a ^ 



£2cos2<p 

Das ist die Polargleichung 4er Ellipse, wenn der Pol des 
Systems in dem Mittelpunkt der Curve liegt und die Achse durch 
ihre Brennpunkte geht; ferner wird aus 2: 

r^ cos^ <p -|- 2 aEr cos <y -f- a^ £2 ^2 gjn2 ^ , 

^2 r ^2(l_£2) — 

oder: 

' gJgcoScpCi— £2) ^ (1— £2)2^2 

^ + ' 1— JB2cOs2<p ^ 1— £2cos2<p 

und hieraus: 

a(l— £2) a{l— JS2) 



r = 



l-|-^cos<p* 1 — £cos<p' 

Von diesen beiden für r erhaltenen Werthen ist aber nur der 
erste zulässig, weil der zweite stets negativ sein muss; darum ist: 

4) r= «0— g^) 

l-|-£cos^ 

die Polargleichung der Ellipse, wenn der Pol des Systems mit dem 
rechts vom Mittelpunkt der Curve gelegenen Brennpunkt sEUsaiitmeu- 
fallt und die Achse durch beide Brennpunkte verläuft. 



Cap. 6. 
Die Hyperbel* 



I. ErklSrnng nnd Gleichung der Hyperbel. Bewegt 
eich ein Punkt in der Ebene eines rechtwinkligen Coordinatens^BteioB 
in der Art, dass die Differenz seiner jedesmaligen Entfernungen von 
zwei festen Punkten einen unveränderlichen Werth hat, dann nennt 
man die so entstandene Curve eine Hyperbel. — Der einfacheren 
Rechnung halber mbgen jeÄe beiden Punkte i^, und F (Fig. 40) 
(die Brennpunkte der 
Hyperbel) auf der Abseissen- 
achse so angenomioen wer- 
den, dasa ihre Entfernungen 
vom Anfang des Systems 
unter einander gleich sind, 
dass also, F^F= 2e vor- 
ausgesetzt, F^A^FA=e 
(lineareExcentricität) 
stattfindet. Unter diesen Be- 
dingungen werden die Gra- 
den, .welche irgend einen Hy- 

perbelpnnkt mit den beiden Brennpunkten verbinden (man nennt sie 
kurzweg FahTstrahlen oder Radii vectores), Hypotenusen zweier recht- 
winkliger Dreiecke sein, deren eine gemeinschaftliche Kathete die 
Ordinate, deren zweite Eatheten die zugehörige Abscisge des Punktes 
4; der Ezcentricität sind. Werden also die Fahratrahlen mit r, und 
r, die Cot»^inaten irgend eines Uyperbelpunktea mit x und y be- 
zeichnet, dann hat man zufolge der letzten Bemerkung: 



1) r, = V/j' + (ä^+e)', <■ = Vs" + (»:-•)'. 



86 

Die Differenz der Fahrstrahlen soll aber einen unverlinderiichen 
Werth haben, etwa stets gleich der Constanten 2a sein; demnach 
wird das Yerhältniss, in welchem die ReprSsentanten der Coordi- 
naten irgend eines Hyperbelponktes zu einander stehen mtissen, 
durch die Gleichung: 

2) yyi + (x-fe)» — l/y'+.(«-e)> = 2a 

ausdrückt 2 ist also die Gleichung einer Hyperbel von obiger 
Lage und obigen Eigenschaften, die, wenn auf beiden Seiten quadrirt 
wird, nach einigen Reductionen die einfachere Grestalt annimmt: 

3) x^ (e^— a^) — a^y^= a^ (e^—a^) 

Setzt man statt e^ — a^ kurzweg &', welcher Relation zufolge 
6 die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks sein muss, dessen 
Hypotenuse = e\ dessen andere Kathete = a ist, dann erschemt 
die Hyperbelgleichung in derjenigen Form, in welcher sie gewöhn- 
lich gegeben zu werden pflegt, nämlich: 

4) b^x^ - a^y^ = a262, oder: ?-. — |- = l, 



oder: » = + -r- |/y^ -{- 6^, oder: y = + — ]/a3^ — a^. 



a2 62 
a 



Eine Discussion der Gleichungen 4 liefert für den Verlauf der 
Curve folgende Resultate : 

a) Weil fiir y == sich x = + a ergiebt , so muss die Hy- 
perbel die XAchse in zwei Punkten P und Q schneiden, 
vorausgesetzt, dass AP=AQ=a ist. Diese Durchgangs- 
punkte P und Q mössen zwischen die beiden Brennpunkte 
^1 und F fallen, wie es schon in Fig. 40 angedeutet 
wurde, weil der Relation «^ — 0^ = 6' oder c^ = a' -f- h^ 
zufolge, offenbar e"^ a ist. — Für a; = erhftit y nur die 

imaginären Werthe + hi (t=J/ — 1); darum wird die Ordi- 

natenachse von der Curve niemals geschnitten werden können. 

ß) Als allgemeinen Ausdruck für die Länge irgend einer Hy- 

perpelordinate wurde oben: y = + — \/x^ — a^^gefun- 

den; jedem Specialwerthe von x entsprechen also zwei ab- 
solut gleiche, nur mit entgegengesetzten Vorzeichen behaftete 



.^ 
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Specialwerthe von y. Darum muss die Curve in Bezug 
auf die X Achse symmetrisch verlaufen; gehört S der Hy- 
perbel an, weil SL= — \^AL^ a^ ^ß*> dann muss 

dieses auch mit S^ der Fall sein , wenn LS^ == LS ge- 
nommen wird. — Weil ferner ftir jeden Werth von a?, der 
innerhalb der Grenzen a und oo liegt, die Differenz 

x^ — a^ positiv, alsoy = + — |/a?^ — a^ reell bleibt , so 

muss die Hyperbel auf der XÄchse in^s Unendliche ver- 
laufen* 

Y) Der Gleichung « = + -r- V^ "h ^2 zufolge gehören zu 

jeder Ordinate zwei gleich lange Abscissen, die Curve 
liegt also zu beiden Seiten der yAchse symmetrisch; so 
dass wir, wird die entsprechende Bemerkung der vorher- 
gehenden Betrachtung hiermit vereim'gt, zu dem Resultate 
kommen : Die beiden Zweige MPN und M^ QN^ , welche 
bis in's Unendliche gehen, sind ebenso untereinander con- 
gruent, wie die beiden Theile, worin die X Achse jeden 
der Zweige zerlegt. 
Um eine Kenntniss von den unendlich entfernten Theilen der 
Hyperbel zu erlangen, verwandeln wir den Ausdruck, welcher die 
Länge der Ordinate irgend eines ihrer Punkte darstellt, in eine 
unendliche Reihe. Es ist nämlich: 



also : y = + 



oder: 






5) ,= ±|f-af + i^+A^ + ....)} 



Vergleicht man nun die Hyperbelgleichung in dieser Form mit 
den Gradengleichungen: y=+ — », so stellt sich fär die Lage der 
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zugehörigen Linien folgendes heraus : Die Ordinaten zweier Punkte 
derselben Abscisse, von denen der eine der Hyperpel, der andere 
der Graden angehört, unterscheiden sich stets um eine Grösse, die 
durch den Ausdruck: 

dargestellt ist, wenn man hierin statt x die Abscisse der fraglichen 
Punkte substituirt ; und zwar ist die Ordinate der Graden die grössere. 
Weil aber in dieser Differenz die Variabele x nur als Divisor vor- 
kommt, so muss der Werth der ersteren abnehmen, wenn die letztere 
Grösse wächst; d. h. , die Hyperbel wird sich der Graden immer 
mehr nähern. Für ein unendlich grosses x verschwindet die Diffe- 
renz vollends, die Ordinaten von Punkten der Hyperbel und der 
Graden werden unter dieser Annahme gleich, d. h. die Hyperbel 
fallt mit der Graden in der Unendlichkeit zusammen. 

Solche grade Linien, denen sich eine Curve' immer mehr 
und mehr nähert, um in der Unendlichkeit mit ihnen zusammen- 
zufallen, nennt man Assymptoten. Demnach lehrt die vorher- 



x^ y^ 



1 



gehende Betrachtung, dass der Hyperbel der Gleichung — ^ — ^ 

zwei Assymptoten der Gleichungen y = + — x zukommen. 

V = + — X bedeutet aber eine Grade , welche durch den 

Anfangspunkt des Coordinatensystems verläuft und mit der XAchse 

einen Winkel einschliesst, dessen trigonometrische Tangente = + — 

ist ; hieraus folgt, dass die Länge einer im Punkte P (Fig. 40) zur Ab- 
scissen- Achse errichteten Senkrechten PRy wenn dieselbe die Assymp- 
tote im Punkte R schneidet, gleich h sein muss, so dass AR = 
|/a2-|-62^3-- ß \qi^ In Bezug auf diese Grösse 6, deren geome- 
trische Bedeutung wir so eben erkannten, lässt sich noch folgende, 
für die Rechnung wichtige Bemerkung machen. Setzt man näm- 
lich in die Gleichung der Ellipse statt h : &t, so entsteht die der Hy- 
perbel; hieraus ist zu schliessen, dass, wenn in diejenigen analyti- 
schen Ausdrücke, aus welchen sich besondere Eigenschaften der 
Ellipse ergaben, statt b: bi substituirt wird, dieselben, geometrisch 
aufgefasst, Eigenschaften der Hyperbel nachweisen müssen. 
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Wir machen noch, ehe wir zu weiteren Untersuchungen der 
Hyperbel übergehen, auf das Verhältniss der Fahrstrahlen irgend 
eines ihrer Punkte aufmerksam, wie es sich aus 1 und 4 durch 
Elimination der Yariabeln y ergiebt. Die für r^ und r erhaltenen 
Werthe lassen sich nfimlich unter der Form geben: 

r, = "^x^ -^^— + 2ea? + («^ - 6^), 



= |/a,2 ^^— - 26a; + (e2 



52) 



und mit Rücksicht auf die bekannte Beziehung: 

a^ -|- 62 ---. g2^ oder: e2 — 62 —- ^^2 . 



r 
also: 



.=y'©'+^f«+«'. '=y(?)'-^T«+«^ 



xe 



xe 



6) Ti = V- a. r = flf, und —^ = 

* a ' a r xe 



xe , 

xe — a2 



a 



a 



II. Construction der Hyperbel. Die Gleichung der 
Hyperbel enthält ausser den Yariabeln x und y nur die Constanten 
a und 6. Hieraus folgt, dass die Hyperbel yollständig bestimmt 
sein muss, so wie entweder ihre Achsen 2a und 26 unmittelbar ge- 
geben, oder aber so viele Elemente der Hyperbel bekannt sind, 
dass sich aus denselben die Achsen berechnen lassen. Folgende 
Stücke bestimmen also die Curve ihrer Lage und Grösse nach: 

i) Die sogenannte grosse oder reelle Achse 2a und kleine 

oder imaginäre Achse 26. 

a und lineare Excentricität 6. 

6 und e. 

Der Assymptotenwinkel a und a. 

a und 6. 

OL und 6. 

Ein Hyperbelpunkt und a. 



2 

3 
4 
ö 

6 

7 



8 

9 

10 

11 



6. 



Zwei Hyperbelpunkte. 
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Das natärlichst« Verfahren, die Hyperbel zu coiutruiren, wird 
offenbar der oben gegebenen Erklärung der Corve zufolge darin 
bestehen, dass man solche Punkte zu bestinunen sucht, deren Fahr- 
stnüUen die constonte Differenz 2a haben. Zu dem Zwecke lege 
nun mit Hülfe der gegebenen oder berechneten Achsen 2a nnd 2b 
einmal die Assymptoten und einandermal die Breunpuiikte fest. 
Wird darauf mit einem beliebigen Radius r^, der anr ^2a sein 
mns8, von einem der Brennpunkte aus ein Kreis geschlagen und 
vom anderen Brennpunkte ans mit dem Radios r = rj — 2a 
ein zweiter, dann werden die Durchschnittspunkte beider Kreis- 
linien aus naheliegenden Gründen der Hyperbel angehören müssen. 

Einfacher und darum zweckmfissiger ist jedoch der folgende 
Weg. Nachdem mit Hülfe der Achsen AB = a und BC = J die 
Assymptoten (Fig. 41) bestimmt sind, ziehe man die Ordinate NM 
irgend eines Assymptoten -Punktes. p. .. 

Wird die zugehörige Abscisse AM mit 

X bezeichnet, dann muss MN=^ -—x, 

folglich die Sehne MP des Halb- 

kreUes MPN gleich : y -^ ic^ - 6» 

= — |/^^"^^' sein, wenn NP 

^ b ist; denselben Werth hat aber 
auch die Ordinate eines Hyperbel- 
punktes, dessen Abscisse ^ x ist. 

Macht man also MB = MP, so muss R in der zu construirenden 
Hyperbel liegen. 

HL Die Tangente an die Hyperbel. Mit Rücksicht auf 
die Resultate, welche bereits für den Fall der Ellipse erhalten 
worden sind; mit Rücksicht auf unsere frühere Bemerkung, dass 
alles der Ellipse Zugehörige der Hyperbel zukommen muss, wenn 
in die betreffenden Ausdrücke statt b; H eingesetzt wird, erhält man 
ohne Weiteres: 

et) Eine Grade der Gleichung y^mx-\-n, die eine Hy- 
perbel der Gleichung — j — ^ =i 1 höchstens in zwei 

Punkten schneiden kann, hat mit derselben zwei, einen oder 
keinen Punkt gemeinschaftlich, je nachdem: 



p) Durch einen Pnnkt «,, yj lassen sich an jene Hyperbel 
entweder zwei, eine oder keine Tangente legen, je nachdem: 

iit, d. h. je nftcbdero der Punkt auwerhalb, in oder inner- 
halb der Curre liegt 
^ Die Gleichung einer geometrischen Tangente aa die Hy- 
perbel im Punkte Xf, y, iet:_ 



yi/i 






Pig. 42. 



6* 

Hierana leitet sich die 'folgende Construction der Berührungs- 
graden ab: Ftlr den DnrcbgangBpunkt Jt (Fig. 42) der Tangente 
77 dnrch die Abscisaenachse iat 
y=0, also der letzten Gleichung 
zufolge : 

demnach: 

' ' aD| », 

Die Fahrstrafalen des Berttbrangs- 
punktea sind aber nach 1, 6 (p. 89) : 

F.P = ^-ira, FP=^X^a; darum erbslt man filr die 

beiden Dreiecke F^PB und FPR; 

ex. ea;, -j-a' 
«aCF^RP _ F^P _ T"*"'' _ g », 

» » eA _i_J 

ex^ eXj — a' 

sin L FRF _ jy _^ °_ a a, 

Bio £ J"/« ~ Fä ~ flS ~ ex. — o* ~ « 



92 

Demnach muss stattfinden: 

fimLF^RP _ Bin L FRP 
sin Lh\PR ~ sin L FPR 

und wegen sin Z, F^RP = sin Z. FRPi 

L F^PR = L FPR 

d. fa., Die Tangente halbirt den Winkel der Fahr- 
strahlen des Berührungspunktes. 

Der Vollständigkeit halber /ngen wir noch die Gleichung der 
Normalen an die Hyperbel im Punkte y^ x^ hinzu:. 

wie sie sich ohne Weiteres aus obiger Tangentengleichung ergiebt. 

IV. Zwei Tangenten an die Hyperbel. Die Gleichun- 
gen zweier Tangenten, von einem ausserhalb der Curve gelegenen 
Punkte x^y y^ zu ziehen, sind nach IV. des vorhergehenden Cap. : 



a^ — x^ 



y = — "" ' ' .2_~^ — — "= 



+ 



y^a^ — ^1 |/a^yj2 — 62^5^2 ^ a^b^ 



a^ — x^ 



X 



lyt-Va^yi^-bW+^'b^ 



y = ''^ — ö^ K — = X 

•^ a^ — x^ 






a^ — x^ 

Bezieht man sich auf die einer Berührungsgraden vorhin nach- 
gewiesene Eigenschaft, so wird man die Richtigkeit der folgenden 
Construction eines Tangenten-Paares an die Hyperbel ohne Weiteres 
erkennen: Vom gegebenen Punkt P (Fig. 43) aus schlage man mit 
dem Halbmesser PF {F und F^. sind die beiden Brennpunkte) einen 
Kreis ; von F^ aus mit dem Halbmesser NM = 2a einen zweiten, 
welcher den ersten in den Punkten R und S schneidet. Werden 
diese Durchschnitte mit F^ durch gerade Linien verbunden, welche 



bin reichend verlängert 
die Hyperbel in und 
Q treffen, dann mlisi^n 
O nnd Q die Berüh- 
rungspunkte, also POT^ 
und PQT die verlang- 
ten Tangenten sein, weil 
/»Oxiden Winkel /'',0>' 
und QT den Winkel 
F^ QF halbirt. 



V. Die Dnrchmesser und der Mittelpunkt der Hy- 
perbel. Eine durch den Anfangspunkt des Coordinaten Systems 
gezogene Grade der Gleichung y = mx hat mit einer Hyperbel der 

Gleichung: — ^ — ^:=] die Punkte der Gleichungen: 



gemeinsam. Weil aber die Lage eines Punktes in Beziehung auf 

irgend ein System nur dann bestimmbar ist, wenn seine Coordinaten 

reelle Grtissen sind, so folgt fUr den vorliegenden Pull, dass die 

betreffenden Grade die Curve nur unter der Bedingung b^ |> a^m^ 

h 
oder — >wi schneiden kann; d: h., die Tangente des Winkels der 

Assymptote mit der XAchse muBS grösser sein, als die Tangente 
des Winkels der Graden mit der nämlichen Achse. Nun gehören 
aber innerhalb der Grenzen 0<* und 90'' zu grösseren Winkeln auch 
grSssere Tangenten und umgekehrt; eine durch den Anfang des 
Coordinatensystems gelegte Grade kann also die Hyperbel nur dann 
schneiden, wenn sie zwischen der Assymptote und Abscissen-Ächse 
liegt. Von der Richtigkeit dieses Resultats konnte man sich 
schon im voraus, durch einfache Betrachtung der Figur Überzeugen. 

Die beiden, sowohl flir X wie fUr y vorhin erhaltenen Werthe 
fiiod bis auf das Vorzeichen emander gleich, d. h., es rauss AK ^ 
J^i und KL = K,L, (Fig. 43), also auch AÄLK s AALjÄ", 
und ÄL = ALf = ^ LLi sein. Durch den Schnittpunkt der 
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Assjmptoieii gelegte Sehnen der Cunre der Oleichnng —^ — ^ = i 

werden also in jenem halbirt; daher kommt ea, dasa man ersteren 
Mittelpunkt, die letzteren Dmrchmesaer der Hyperbel n«mt. 

VI. Die conjugirten Durehmesser der Hyperbel. 
Bezieht man die Hyperbel auf ein beliebiges, schiefwinkeligea Coor- 
dinatensystem y welches mit dem ursprQnglichen orthogonalen nur 
den Anfangspunkt *) gemeinsam hat , dann wird , wenn die Winkel 
der neuen Achsen mit der alten Abscissenachse wir frfiher a und a| 
genannt werden, ihre Gleichung die Form erhalten: 

I ^ /cosQccosai sinotsinociN 

Hieraus erkennt man, dass die Achsen desjenigen Coordinaten- 
Systems conjugirte Durchmesser der Hyperbel sein müssen, dessen 
Winkel a und a^ die Bedingung: 

^. cosa costti sin a sin«, /v , . ^ ^' 

2) p L _ L = oder «ga tga, = ^ 

erfailen. Aud diesem Resultate folgt, wie in der Abhandlung über 
die zusammengehörigen Achsen der Ellipse (Cap. 5. YI.) ausführlich 
nachgewiesen wurde, dass der Hyperbel unzählig viele versehiedene 
Paare conjugirter Durchmesser zukommen, deren Lage sich auf fol- 
gendem Wege erkennen lässt. 

6» 
Der Bedingungsgleichung tga tgSj = "i^ zufolge, muss ßir 

tga ^ — , tgaj^ — **)sein; d. h. offenbar, von zwei conjugirten 



*} Nimmt man einen anderen Ponkt, etwa s = 4" '» y = 4* 6, als An- 
fang des neuen Systems, so wird die Rechnung seigeOi dass für conjagirte 
Achsen a = & = sein muss. 

h 
**) Für tga = — müssen, wie leicht in erkennen Ist, Ordiaatea- und 

a 

Abscissen - Achse mit der Assymptote der Gleichung y =r — % xosammenr 
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Ächaea kann nur die eine und musH stets die eine die Hy- 
perbel schneiden. Weil es nun lüt unsere Rechnung gleichgültig 
ist, welcher Durchmesser «Is Äbscissen- nnd welcher als Ordinaten- 
Achse betrachtet wird, so wird man der X,X| in jedem Falle eine 
solche Lage ertheilen können, dass sie in einem Punkte ■P(3?|>3/i) 
durch die Cnrre (Fig.« 



44) geht. Unter dieser 
ihme ist: 



F];.44. 



tga 


^ — . 






also: 






fcSiC, 


tg«! 






~«'yi 



weil nun die Olel- 
chung einer geometri- 
schen Tangente an die 
Hjrperbel im Punkte 
P(Xi,T/^) nach III, ^ 
(pag. 91): 



3) —5^ — ^=1 oder: y = x -^ 

ist, dieselbe also mit der XAchse ebenfalls einen Winkel einschliesst, 

b''x 
dessen trig. Tangente =t ' ist , so muss y, Y^ der Berühmngs- 

« Vi 
graden im Paukte P parallel sein. Hieraus folgt ein einfacbes 
Verfahren fUr die Construction eines Systems conjugirter Durch- 



Die Coordinaten des Punktes P^ sind nach V. : — Xj und 

— y,, darum ist die Gleichung einer Graden durch P^ parallel der 

b^x b^ 
Yf y, angelegt: y = -^ x -] . Dieselbe Gleichung hat aber 

auch diejenige Grade, welche die Curve im Punkte P, berührt; 
darum mflssen Tangente und Parallele identisch sein. Und weil 



fallen.; diese LUsiuig der BediDg^nngigleichiuig tga t^Oi = -j- darf alio un- 
berücksichtigt bleiben, weil aie zu keinem Paare conjugirter Durchmesaer führt. 
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weiter die Gleichungen das Punktes L: x = -. , y 

die des Punktos M: a? = — -. j , y 



bxi — ayi ' ' Ox^ -f ay^ ' 

-rz i (hieraus lassen sich ohne Weiteres auch die Coordi- 

6a7, -f-ayi * 

naten der Punkte N und O bestimmen), so erhält man als Gleichung 

• Vi 6ot 
der Graden ML : y =^-^ x -\ , als Gleichung der NO : y = 

X A X I 

— X . Diesen Ausdrücken zufolge muss M'L\X^1C^ !l -^^ 

a?! aß| 

sein, darum wird man das Viereck MLON das der Hyperbel um- 
schriebene Parallelogramm nennen können, welches vom neuen Coor- 
dinatensystem- in vier congruente Theile Äerlegt wird. — Die Glei- 
chung der Hyperbel, bezogen auf ein System conjugirter Achsen, 
ist nach 1 und mit Rücksicht auf 2: 

wenn in die Coefficienten statt sin a, cos a, sin «^ und cos a^ noch 
solche Werthe substituirt werden, die entweder der Gleichung: 

u v 1)^X 

fg a tg tti = — 2 oder den Gleichungen : tg a = — und tg aj = » ^ 
genügen. Der Kürze halber setzen wir: 

1 cos^a sin^ a l ^sin^«! cos^aj 

erhalten also statt 3: 



„.2 ,,2 
^^ ^2 £2 



X' y^ 



und hieraus : cc = + -j |/y2 -j- J32, y = i "T |/«2 — A^ . 

In unseren früheren Betrachtungen sind zu wiederholten Malen 
die geometrischen Consequenzen ausführlich erörtert worden, welche 
sich aus Gleichungen von der Form der beiden letzten ziehen 
lassen; darum wird es in diesem Falle hinreichen, wenn wir eine 
neue Eigenschaft der Hyperbel als Folge der Gleichungen 5 in dem 
Satze aussprechen: 
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Sehnen der Hyperbel, par&Ilel dem einen, wor- 
den vom anderen conjugirten Durchmesser 
halbirt. 
Hieraus folgt wieder eine hitchst einfache Constmction zn- 
sammengehöriger Achsen: Man ziehe eine beliebige X^Xi ; verbinde 
den Halbiningspankt einer ihr parallelen Sehne mit dem Anfang 
des Systems; diese zweite Grade ist die zu ^i^i gehörige ^i'I'i* 
Unserem letzten Lehrsatze zufolge mnss pq = p^i {Pig- ^^) 
sein, wenn gq, \\ YiT^ liegt; nun ist aber auch pr^pr^ weil 
pr : pTi = PL : PO stattfindet nnd, wie früher bewiesen, PL = PO 
sein muss; daraus folgt: ^r^^^jT-^. üeberlegt man hierzu, dass 
Ittr jede beliebige Sehne sich ein conjugirtes System construiren 
läset, dessen eine Achse jener Sehne parallel ISuft, so erkennt man 
die Richtigkeit des Satzes: 

Diejenigen Stacke einer Sehne, welche zwischen 
der Hyperbel und Assymptote liegen, haben 
gleiche Länge. 
Anmerkung. Diese Wahrheit liefert folgende einfache Hy- 
perbel -Construction, wenn ein Punkt P derselben und ihre 
AAsymptoten TT nnd TiTi (Fig. 45) gegeben «nd. Legt 
man nämlich durch P die 
beliebigeuGraden: Pl, P2, ^«- ^• 

P3, Pi, P5 u. s. w. und 
macht 6« , = aP, de , = cP, 
fei=eP, hg^=gP, Zft,= 
kP u. B. w., so werden nach 
letzterem Satze die Punkte 
' b, d, f, k, l u. s. w. der 
gesuchten Hyperbel ange- 
hören mttssen. 
Betrachten wir jetzt die Werthe von A und- B. Zunächst 
folgt aus den bekannten Bedingungen: tga = — , tgOi = - j - — , 



: ' ■ ■ , COBtt. = ._ ,-- . ■ 



sein mau. Diese Werthe in 4 snbstitoiit, erhxh maa: 

Hieraus lOast sich pj- ^^^ 

zunächst die geo- 
metriscIieBedeu- 
tung der GrösBen A 
n. B erkennen. Denn 
weil die Coordinaten 
dea Punktee (Figur 
44) P: a;, und y, , 
die dea Punktes L: 

und 



^l — "Ifi 

Ja?! — oji 
weil also: 



bx^ — at/i/ 



sein muBS, so folgt: 

8) AP=APi = RL = RM = SO = SN=A 

9) PL = AR=P^M=P^N=AS=PO = B. 

Der Mr B"^ in 7 erbsltene Werth lässt sich noch in einer 
anderen Form geben, wenn man die vorhin schon littnfig verwendete 
Relation: h^x^ — ■ a^y^^^ a^ji benutzt, nm jj zu eliminiren. 
Es entsteht dann: 

■«>^'-&-«)(?+<') 

d. h. B ist das geometrische Mittel der Fabratrahlen 
des Punktes P{x^,y^). 
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Dann erh&lt man noch ans 6 und 7 die für die Reehnung 
häufig verwendbare Gleichung: 

11) A^—B^=x^J^y? — '^-^^^^^ = a'^-h'^ 

d. h. Die Differenz der Quadrate der neuen halben 
Achsen der Hyperbel hat einen constanten, un- 
veränderlichen Werth. 

Und wenn endlich in die Formel: 

sin(a^ — a) = sinaj cosa — cosa^ sina 

statt der einzelnen goniometrischen Factoren ihre vorhin schon be- 
rechneten Werthe substituirt werden, so entsteht zunächst: 

sin (ai — a) = — , = — , ^ 



und bringt man hiamit die Gleichungen 6 und .7 in Verbindung: 

8.n(«,-a) = -j-^ 

oder: 

12) AB sin (a^ — a) = ah. 

Nun bedeutet aber ^£sin(a^ — a) den Inhalt des vierten Theiles 
eines umschriebenen Parallelogramms (diese Art von Figuren wurde 
oben definirt), während ah den Inhalt des vierten Theiles des umschrie- 
benen Rechtecks darstellt; darum liegt in Gleichung 12 der Satz: 
Um die Hyperbel beschriebene Parallelogramme 
haben gleichen Inhalt, nämlich den des um- 
schriebenen Rechtecks. 

Ebenso wie fttr die Ellipse kamen wir fttr die Hyperbel zu 
drei von einander unabhängigen Gleichungen zwischen den sechs 
Grössen: a, b, A, B, a, a^, nämlich: 

tg a tga^ == -j, A^ — J32 = a^ — b^, AB sin (a^ — a) = ab. 

Sind also von jenen sechs Elementen irgend 3 gegeben, so lassen 
sich mit Hülfe der drei letzten Gleichungen die drei anderen noch 
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unbekannten in jedem Falle berechnen nnd unter günstigen Um- 
ständen auch construiren« 

Vn. Verschiedene Formen der Hyperbelgleichung. 
Betrachtet man die Assjmptoten der Hyperbel als Achsen eines 
Coordinatensystems y auf welches die Curve bezogen wird, dann ist 
ihre Gleichung der Ausdruck VI, 1 (pag. 94): 



, /cosa cosa^ sin a sin a ^N . 



wenn hierin statt sina, cosa, sina^ und cosa^ diejenigen Werthe 

eingesetzt werden, welche sich aus tg a = -] und tga^ = 

ergeben. Man findet aber: 

h — a 

sin a = --====-, 008 a = , . =r, 

1/a» + 62 y a^ 4- 62 

6 — a 

sm «j = =r, cos «j = 



Va2 4.62' * l/a2 -f 62 ' 

darum ist die s. g. Assymptotengleichung der Hyperbel: 

«2 4- 62 ♦) 
2) ajy = ^\— 

Werden die Achsen a und 6 als gleich vorausgesetzt, so dass 

tga = — = 1, also a =x 45® und der Winkel der Assymptoten 

= 90® sein muss, dann erhiQt man als Assymptotengleichung der 
s. g. gleichseitigen Hyperbel: 

a2 
3) a?y = +— oder kurzweg: a^ = iii. 

Versteht man unter Parameter der Hyperbel wiederum 
die Ordinate desjenigen Curvenpunktes, dessen Abscisse == -f- e ist, 
so dass, wird ersterer kurzweg mit p bezeichnet, der Hyperbel- 
gleichung zufolge stattfinden müss: 



*) Nimmt man, wie das gewobnlieh geschieht, die Assymptote 2|7| (Flg. 45) 
als Abscissen-, die TT als Ordinateu-Achse, dann ergiebt sich als Gleichnng der 

Hyperbel : acy = — - — • . . 
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') .=?. 



dann lässt sich dieselbe auch in der Form: 



5) :3-- = 



geben. 

Ftifart man statt der linearen Excentricität c=|/a2-|-62^ 
die s. g. numerische, d. i. diejenige Zahl, welche den Werth 
des Verhältnisses der linearen Excentricität zur halben grossen 
Achse anzeigt, als i? in die Bechnung, indem man die Relation: 

%)E=— oder e=aE, oder a^'\'h'^=a^E^, oder h^=aHE^—\) 

benutzt, dann nimmt zunächst unsere gewöhnliche Hyperbelgleichung 
die Gestalt an: 

7) x^{E^ — \)—y^ = a^(E^ — l). 

Verlegt man nun den Anfangspunkt des Coordinatensystems 
vom Mittelpunkt der Curve nach demjenigen Brennpunkt, welcher 
auf der negativen JiT Achse liegt, dann erhält man als neue Gleichung 
der nämlichen Curve: 

(x-aE)^ _ y^ _ 

^ a2 a2(£2 _ 1) ~ ^' 

Gehen wir endlich noch von parallelen zu polaren Coordinaten 
über, so dass x mit r cos (f, y mit r sin f zu vertauschen ist, dann 
wird aus 7: 



9) r = ay 



E^ — 1 



E^COB^(f—i' 



Dies ist die Polargleichung der Hyperbel, wenn der Pol im Mittel- 
punkt der Curve liegt und die Achse des Systems durch ihre beiden 
Brennpunkte geht. 

Und statt 8 erhalten wir: 
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oder: 



11) 



a(E^ — l) 
r = -rpr r Ar den vom Pol entfernteren Zweig 

a(E^ — 1) 
r = -=r r-r ^ den dem Pol näheren Zweig der Curve. 

JSco8f4~l 



Das ist die Polargleichnng der Hyperbel, wenn der Pol mit dem 
links vom Mittelpunkt gelegenen Brennpunkt zusammenföllt, während 
die Achse des Systems durch beide Brennpunkte verläuft. 



Cap. 7. 
Parabel, Ellipse nad Hyperbel. 



In den drei letzten Absclmitten untersuchten wir der Reihe 
nach die Parabel, die Ellipse und die Hyperbel, indem wir für jede 
der drei Gurren eine bestimmte Erklärung zum Grunde legten und 
aus dieser ihre Gleichungen und bemerken» wertheaten Eigenschaften 
ableiteten. Einen Zusammenhang zwischen diesen drei Linien haben 
wir bislang weder vorausgesetzt noch nachgewiesen; denn ihre Defini- 
tionen sind unabhängig von einander gegeben und die ftJr die ein- 
zelnen Cnrven erhaltenen Resultate hoch nicht mit einander ver- 
glichen. Diese letzteren benutzen wir jetzt, um wo möglich einen 
allgemeinen Gesichtspunkt zu finden, von welchem aus sich die 
Parabel, Ellipse und Hyperbel als coordinirte Specialitäten betrachten 
lassen. 

Wir ziehen zunächst 
für die Ellipse in einer ^S" '**■ 

Entfernung =: - -z:::: ■..■ 

^ — *) von ihrem Mit- 
telpunkt zwei Grade DD 
und DiDj (Fig. 46) — 
dieselben pflegen Leit- 
linien oder Directrices 
genannt zu werden — 

*) Die in der folgenden Betrachtung vorkommendeu Grijasen a, b, e, E 
m)d p haben irleder ihre frühere Bedentong; a und b sind die hatbeu Achsen; 
e =^ T/al — 61 die lineare , E=^ — die numerische EicentricilÄt , p = — 
der Parameter. 
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parallel der YY trad begtimmen daB VerbülbÜBB , in welchem die 
EntferDDDgen irgend wdcher Ellipsenpunkte von einem der Brenn- 
punkte und der den letzteren zonäcbst gelegenen Leitlinie stehen. 
Mit Rückaicht auf die Werthe, welche bereite früher iür die Fahr- 
strahlen eines EllipsenpunkteB gefunden wurden, ergiebt sich, wenn 
die Abscissen der beiden Punkte P und P^ bez. mit a;, nnd x^ 
beaächnet werden: 




Dieses YerhidtmsB ist also, welchen Punkt man aseh wilden 
möge, stets gleich der Conatanten — = . 



Verfahren wir Rh: die Hyperbel 
in gleicher Weise. DD and D^Dy 
(Fig. 47), die Leitlinien, sind parallel 

der Ordinaten- Achse nnd um — = 



ya=+i' •""■ ■^-"''•' ■ " 


' 


S7steni8 entfernt; dann ist: 




eXf 
FP a " e 
PQ ^ _o> a • 


F,P ^+« 


F,P, ^-^ e 


FP, ?+« 


i'.«.--«,_f^--''' 
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Bezeiehnet man also den Radius vector irgend eines EDipsen- 
oder Hjperbelpunktes kurzweg mit r, die Entfernung desselben 
Punktes von der zugehörigen Leitlinie mit dy dann ist: 

« 

-j- fÖr die Ellipse gleich — 

-Ifflr die Hyperbel gleich li«H:^. 

Weü aber 1/«* — ** < «. «^ T/o^ — 6» ^^^ ^^ 

a 

|/a^ -}- 62 "^üf also -5^^ -L >1 ist; und weil die Parabel 

als eine Ellipse, für welche a unendlich gross ist, angesehen werden 

kann, der Quotient ^ aber für a = oo in ^ — =— = 1 

a a a 

äbexgeht, so kommen wir zu dem Satze: 

Je nachdem -7- o ^ ^^^» sind r und d die Entfer- 

a >> 

nungen eines Parabel-, Ellipsen- oder Hyperbel- 
Punktes vom Brennpunkt und der zugehörigen 
Directriz. 

Es ist von selbst klar, dass fttr den so eben ausgesprochenen 
Lehrsatz die Lage der Leitlinie in Bezug auf jede der drei Gurven 
als bekannt vorausgesetzt werden muss, so dass noch zu untersuchen 
übrig bleibt, Wohin die der Parabel zu verlegen ist. Die Directrix 

der Elhpse ist vom Mittelpunkt der Curve um — entfernt, also 

muss die Entfernung der Leitlinie der Parabel von ihrem Mittel- 

punkt gleich : — , fUr a = Qo, sein. Dieses Resultat ist aber fttr die 

Gonstruction darum unbrauchbar, weil einmal die Entfernung des 
Mittelpunktes der Parabel von ihrem Scheitel = a, d. i. un- 

endlich gross ist, und einandermal jener Quotient — = 

e 

-- für a SS 00 in a übergeht, also auch unendlich gross 
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wird. Wir versuchen daher, die LeüUsie der Parabel dadurch fest- 
zulegen, daM wir ihre Entfernung nicht vom Mittelpunkt, sondeni 
vom Scheitel der Curve berechnen. Dieselbe wird nach obiger Be- 

merkung = a, fära= oo, sein, zunächst also unter der unbe- 

e 

stimmten Form: oo — oo erscheinen. Um den WerUi dieser Differenz 
f)ir den vorliegenden Fall zu entdecken, verwandeln wir — = 



= a^{a^ — 6') a mit Hülfe des binomischen Lehrsatzes in eine un- 
endliche Reihe; es entsteht dann: 

""* + 2:^ + 8^ +Ito»+l28F+*"~* 
und wenn der Parameter p = — eingeführt wird: 

— — « = "2" + * IT "^ ^ o» "^ ^ o^""^ • • • 

Für a = OD geht die rechte Seite letzter Gleichung in ^ 

ttber; die Dlrectrix der Parabel ist vom Scheitel der Curve also 
um die halbe Länge ihres Parameters entfernt. 

Nachdem nun die Lage der Leitlinie in Bezug auf jede der 
drei Curven — Parabel, Ellipse und Hyperbel — bestimmt ist, 
wird sich fHr dieselben eine gleichzeitige Erklärung aussprechen 
lassen, die der analytischen Untersuchung zum Grunde gelegt wer- 
den kann. Und zwar definiren wir jetzt folgendermaassen: 

Bewegt sich ein Punkt in der Weise, dass seine 
jedesmaligen Entfernungen von einem festen 
Punkte (Brennpunkt) und einer festen Graden 
(Leitlinie) in einem constanten Verhältnisse 
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stellen, so erzeugt deraelbe eine Patabel, Ellipse 
oder Hyperbel, je nachdem der Werth jenes Ver- 
hältnisses ^ 1 ist 

Bezeichnen wir znnSchst den Werth des Verhältnisses der Ent- 
fernungen eines beweglichen Punktes vom Brennpunkt und der 
Directrix kurzweg mit k und bestimmen 
die Gleichung derjenigen Linie, welche "'8- ^^* 

fär A; ^ 1 in eine Parabel, Ellipse oder 

Hyperbel Übergehen mnss, dadurch, dass 

dieselbe auf ein rechtwinkliges Coordi- 

natenf^stem bezogen wird, dessen y- 

Achse mit der Leitlinie zusammenfällt, 

dessen ^Achse durch den Brennpunkt 

FP 
FverlÄuft(Fig.48). Dann ist ■sg=fc, 

oder wenn die Coordinaten des beliebigen Punktes P mit x und y 
beseichnet werden: 

1) FP=ka! 



und wegen: JlP=]/y* -j- (a;— Äf^ 

2} y*4-(x — ^i^J>=Ä;2a:*. 

Führt man noch statt AP den Parameter FR^^p ein, indem man 
die Relation: 

^=X = ifc, «l,o: ÄF=^ 
BS AF k 

benutzt, dann entsteht als allgemeine Gleichung der drei sog. Kegel- 
Bchnittslinien *) : 



3) j«+»Ul-t')-2^^ + fj 



') Wefl iich adwohl doroh iteraometriKiie wie durch anBlytiicli« B«- 
trachtoDgen ntwhwelien Uast, dsM der Bchaitt un«r Ebene tmd eiaer Kegel- 
Btcb« entweder eine Puabel, oder Ellipse oder Hyperbel ist, so pfle^ man 
disM drei Gurren anefa wohl die Kegelscbnittdiaien la nennen. 
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Wir untersuchen dieselbe jetzt der Reihe nach f^ £ = 1, Ä: < 1 
und Ä; >- 1. 

I. Jfe=L 
Unter dieser Annahme wird aus 3: 

4) y' — 2jw4-p* = 0. 

Die Gurre dieser letzten Gleichung schneidet die Abscissenachse 
des Coordinatensjstems in einem Punkte, für welchen: 

y = 0, also: x=^ 

ist« Verlegen wir nun den Anfang des Systems nach diesem Durch- 
gangspunkte, dadurch dass in 4 statt o?: sb-|- -^ substituirt wird, so 
geht 4 über in: 

5) y^ = 2paj. 

Die erste Specialität ist also die bekannte im Gap. 4. untersuchte 
Parabel. 

n. * < 1. 

Um die Id^ititSt der unter diesen Voraussetzungen erscheinen- 
den Gurven mit unserer früheren Ellipse und Hyperbel auf einfach- 
stem Wege nachweisen zu können, geben wir der allgemeinen Glei- 
chung 3 zunächst eine etwas andere Form. Die Gurve dieser 
Gleichung schneidet nfimlich die Abscissen-Achse in zwei Punkten, 

für deren Goordinaten sich findet: y = 0, also: a?^(l — Ä^) ~aj 

+ |j==0, hieraus a? = ^j-^p^ + j-^. Wird nun der An- 
fangspunkt des Goordinatensystems nach dem Punkte: x= ,, , ^ , 

2^ = verlegt, während die Richtung der Achsen unverändert bleibt, 
so entsteht als neue Gleichung derselben Gurve: 



6) y2+xMl— A:»)==j^^. 
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Je nachdem nun Ä ^ 1 ist, muss auchA^ ^ 1, also l — Tc^ ^ 

sein; und weil, seiner geometrischen Bedeutung zufolge, der Para- 
meter p nur einen positiven Werth haben kann, so folgt: 

Für Ä; < 1, ist j^ > 0. 



für fc > 1, ist y-5p < 0. 



Da diese beiden Consequenzen auch in ihrer Umkehrung gültig 

bleiben (für t-^to > muss Jfe < 1 , für t-^^To < muss 
^ 1 — k^ 1 — k^ 

JE:^ i sein) so lassen sich jetzt ftir die Gleichung 6 zwei ver- 
schiedene Formen fiAden, die weiter Nichts sind, als unmittelbare 
Folgerungen aus deti Annahmen, k ist ein echter oder ein unechter 
Brach. 

Setet man ntoUch in 6 f^-^ *^^ ^^* "^ ^^ 

tive Grösse z. B. -|- ^ , einandermal* dieselbe negative- Grösse, 
also — ^, so Uegt offenbar in dieser besonderen Art und Weise 
der Substitution, dass die in der Gleichung 6 enthaltene Grösse k 
zuerst als <^ 1 , darauf als ^ 1 betrachtet wurde. Man erhält aber 
durch diese Einsetzung: 

und wenn der Kürze halber Ap mit B^' vertauscht wird: * 
9) -T¥"4"o^== ^' (Gleichung einer Ellipse.) 

10) -2Y — R2" = ^* (Gleichung einer Hyperbel.) 



Cap. 8. 

Die linieH der Gleiehnngen Tom ersten und 

zweiten Grade. 



Versteht man unter einem analytischen Ausdruck vom I., II., 
III. . . . nten Grade einen solchen, dessen einzelne Glieder höchstens 
1, 2, 3 ... 91 variabele Factoren enthalten, bo haben die Kegel- 
schnittslinien die gemeinschaftliche Eigenschaft, durch Gleichungen 
vom 2ten Grade dargestellt zu sein, während der Graden eine Glei- 
chung Isten Grades zukommt. Und zwar ist Jbei dieser Unterschei- 
dung keineswegs ein bestimmtes rechtwinkeliges Coordinatensystem 
vorauszusetzen, wie es in den vorhergehenden Untersuchungen 
meistentheils benutzt wurde; im Gegentheil wird jedes Parallel- 
Coordinatensystem in Bezug auf den Grad der Function jener vier 
Linien zu dem nämlichen Resultate führen müssen. Denn geht man 
von dem ursprünglich orthogonalen zu irgend einem anderen pa< 
rallelen System über, so wird die neue Gleichung desselben geoäie- 
trischen Gebildes , bekanntlich dadurch hergestellt, dass in die ur- 
sprüngliche statt X und y solche Aussdrücke substituirt werden, 
welche den Werth der alten Coordinaten als Funktion der neuen 
darstellen; kurzweg, man hat x mit f{x^^y^) und y mit F{x^^yy) 
zu vertauschen. Nun zeigt aber Cap. i (Formel 9 u. 10, pag. 12), dass 
dass sowohl / (^i^yi) wie F{pR^yy^) in jedem Falle vom ersten Grade 
sein müssen, dass kein Glied dieser beiden Functionen mehr als 
einen variablen Factor enthalten kann; hieraus folgt, dass durch 
die angegebene Substitution der Grad eines Ausdruckes nicht 
verändert wird, dass also nicht das Coordinatensystem, son- 
dern die Gestalt der Curve den Grad ihrer Gleichung bedingt. 



111 

• 

Demnach muss die Gleichung einer graden Linie stets vom Isten, müssen 
die Gleichungen der Kegelschnittslinien stets vom 2ten Grade sein. 

Hieraus ist jedoch der Zusammenhang zwischen graden Linien 
und Gleichungen Isten Grades einerseits, zwischen Parabel, Ellipse, 
Hyperbel und Gleichungen 2ten Grades andererseits noch keines- 
wegs erschöpfend nachgewiesen ; denn wenn auch dargethan ist, 
dass die Gleichung jeder Graden vom ersten, die Gleichung jeder 
Parabel, Ellipse oder Hyperbel vom zweiten Grade sein muss, so 
geht daraus doch noch nicht umgekehrt hervor, dass jede Gleichung 
ersten Grades nur eine Grade, jede Gleichung zweiten Grades nur 
eine Parabel, Ellipse oder Hyperbel — natürlich unter der Voraus- 
setzung, dass die Gleichung überhaupt einer gepmetrischen Auf- 
fassung fähig ist — liefern kann. Darum beschäftigen wir uns jetzt 
mit der Untersuchung jener beiden Gleichungen, um sämmtliche 
Curven, die ihnen angehören, kennen zu lernen. ■ 

Die allgemeine Form einer Gleichung ersten Grades ist: 

1) ^x-f i?y-f.C=0. 

Werden die Coefiicienten A, B und C als reelle Grössen vor- 
ausgesetzt, so folgt, dass jedem reellen x ein reelles y entspricht; 
darum muss die Linie der Gleichung nach beiden Richtungen hin 
unbegrenzt sein. Da dieselbe femer identisch ist mit: 

2) y + ^« + ]g = 0, oder: 3) y = — 'ß^—ß' 

Da Gleichung 3 aber, graphisch dargestellt, eine Grade liefert, 

C 
welche auf der negativen FAchse : -^ Längeneinheiten abschneidet 

und mit der X Achse einen Winkel einschliesst , dessen trigonome- 

trische Tangente = ^ ist, so folgt, dass, so lange seine Coeffi- 

eienten reell sind, der Ausdruck 1 die Gleichung einer graden Linie 
sein muss. 

Die allgemeine Form einer Gleichung zweiten Grades ist: 

4) Ay^ 4- Bxy -f- Cb^ -{- Z>y -f Ex + i^= 0. 

Wir untersuchen dieselbe unter der Voraussetzung, dass die 
CoefEcienten jeden beliebigen reellen Werth mit Einschluss der Null 
haben können. Wird zu dem Zwecke Gleichung 4 nach y aufge- 
löst, so entsteht: 
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B D 

Der erate Theil, — o~r^ — oX* ^ ^^ Länge der Ordinate 

irgend eines Punktes derjenigen Graden, welche auf der negativen 
FAchse -jr-j Längeneinheiten abschneidet und mit der JIT Achse einen 

Winkel einschliesst, dessen trigonometrische Tangente = — -^-j- ist; 

zu den Ordinaten dieser Graden ist noch, will man irgend welche 
Punkte der Curve der Gleichung 5 oder 4 ausfindig machen, dasjenige 
einmal durch Addition, ein andermal durch Suhtraction hinzuzufügen^ 
was sich aus dem Radicalausdruck in 5 ergiebt, wenn man in ihn 

statt X diejenigen Werthe einsetzt, welche in ^^ — zu sub- 

stituiren waren, um die enteren Ordinaten der Graden zu erhalten. 
Hieraus folgt: 

a) dass Gleichung 4 keine geometrische Bedeutung hat, w^in för 

jeden Specialwerth von x der Wnrzelausdruck in 5 imagi- 

nair wird; 
ß) dass 4 die Gleichung einer Graden ist, wenn die Coeffi- 

deuten il, B^ . . . F solche Werthe haben, dass die drei- 

theilige Summe des Wurzelausdrackes ein vollständiges 

Quadrat ist; 

•() dass 4 die Gleichung einer Curve, welche symmetrisch in 

B D 

Bezug auf die Grade der Gleichung: y = -r-j x — -—-j- 

verläuft, sein muss, wenn der Radicalausdruck in 5 för 
irgend welche aufeinanderfolgende, reelle Werthe von x nie- 
mals imaginair wird. 
Um nun die analTtisehen Bedingungen zu erhalten, unter 
welchen Fall a, ß oder *{ eintritt, ersetzen wir zunächst die drei- 
theilige Summe des zweiten Theiles in 5 durch das Ptoduct ihrer 
Factoren. Es entsteht: 



«)»=-^±ÄV<— ""{(»+^?5^)" 



{BD— 2 AB)' — (D' — 4AF) (.B» — \AC) \ 
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Ist: 

L (BD— 2 AB)» < (J5« — AAQ (D» — AÄF), 
so wd der Bruch: (BD - 2ÄE)^ -jB^-^JÄQ (^ - AÄI) 

negativ, weil sein Nenner, qIs ein reelles Quadrat, stets positiv ist; 
die Differenz innerhalb der gebrochenen Klammer geht also in eine 
Summe über, welche für jeden reellen, positiven oder ne- 
gativen, Werth von a?>>0 sein muss, weil auch der erste Sum- 
mand, ein Quadrat, stets positiv ist. Das Product unter dem Wur- 
zelzeichen hat also das Vorzeichen des ersten Factors: B^ — iAC; 
ist demnach J3^ — 4^C<[0, so wird die Wurzel, und daher auch 
tff stets imaginair; ist dagegen B^ — 4^(7^0,. so entspricht 
jedem reellen x ein reelles y; in diesem Falle wird also die 
Curve der Gleichung 4 nach beiden Richtungen hin in's 
Unendliche verlaufen. 

n. (BD — 2AE)^ > (J32 — AAC) {D^ — ^AF). 

unter dieser Voraussetzung wird der zweite Factor des Wurzel- 
ansdruäcs sowohl positiv wie negativ sein können. Wenn derselbe 
nämlich für a: = a etwa verschwindet , so wird sein Werth < 0, 
wenn x sich innerhalb der Grenzen — a und -j- a bewegt, dagegen 
}> für diejenigen Specialwerthe von x^ die zwischen -}- a bis -|~ <^ 
und — a bis — oD liegen ; folglich wird y reel], wenn : ' 

B^ — iAC<^0 und a; das Intervall von: — a bis -j- «5 

B^ — 4i4C> und x das Intervall von: ^ ' ^. • durchläuft. 

00 



f-f a bis + 
' y — a bis — 



Im ersten Fall ist daher die Curve der Gleichung 4 end- 
lich, geschlossen; im zweiten Falle dagegen verläuft sie nach 
beiden Richtungen hin ins Unendliche. 

III. {BD—2AE)^ = (B2 — 4i4C) (2>2 —AAF). 

Jetzt nimmt 6 die einfachere Gestalt an: 

oder: 

' ^ 2A —2A\ ^ yB^ — iA& 

Grelle, Anal. Geom. d. E. 8 
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Der Bedingung III infolge ist aber: 

, BD—^AE 

9) V5rr4i6'=p^|=^ 



ako wird aus 8: 



10) .= ^^+^ + ^ U BD-2ÄE B P-2AE \ 
^ 2A — 2il\ • y])2 _ 4AP^ |/J5* — AA& 

oder: 

Lst nun B^ — AÄC<Ü ö> ^^o j/jB^ — 446^ imaginair, dann 
wird auch D^ — 4AF<^ sein müssen, damit das Product beider 
Differenzen, wie III es verlangt, positiv werde. In diesem Falle 
wird nur der eine reelle Werth: 



~ f m — 



— ^AF 

X 



B^ — AAC 
ßir y ebenfalls etwas Reelles, nämlich: 

y= 23 

liefern; die Gleichung 4 stellt also unter diesen Voraussetzungen 
einen einzigen Punkt dar. 

Ist J52 _ AAC> 0, also yS^—AAC und ebenso yD^—\M 
reell, dann gehört zu jedem reellen x ein reelles y, so dass 1 1 oder 
4 in die Gleichungen zweier Graden: 



y 



^ / B—yB^—AAC \^ /D—yD^—iAF \ 

Übergeht. 

Wir haben bis jetzt denjenigen Fall, in welchem. B^ = AAC 
ist, bei unserer Discussion der Gleichung 6 unberücksichtigt lassen 
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müssen, weil er zu unendlich grossen WerÜien der Coeffieienten Ver- 
anlassung gegeben haben würde. Um solches zu vermeiden, be* 
dienen wir uns jetzt der Gleichung i: 

um die geometrische Bedeutung der Gleichung 4 auch unter obiger 
Annahme zu erkennen. Wir unterscheiden folgendermaassen : 

I. J?2 _ 4AC= 0, BD — 2AE =0, D^ — 4ilJP=: 0. 

B D 

Es reducirt sich 5 also auf: y = — KJ^ — oT» ^* '• *^ ^^® Glei- 

\^hung einer Graden. 

In diesem Fall gehört za jedem reellen x ein iihagi- 
naires y\ Gleichung 4 hat also gar keine geometrische Be- 
deutung. 

m. J5» — 4^C=0, BD — 2ÄE=^0, D^ — iAF> 0. 

Aus 4 oder 5 wird demnach: 

y=-w-\ — 23 — ) 



Das sind die Gleichungen zweier paralleler Graden. 

IV. B^ — AAC=(^, BD — 2AE>0, D^ — 4tAF^0. 

Der Wurzelausdruok in 5 erhält dann eine der folgenden 
Formen : 

j/oW-f-ß, |/teK— ß, |/Ö^, y— «B+ß» ]/ — «SB — ß, ]/—«». 

8* 
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WeO am: 

"^^oaj+P '^^ ^ innerhalb der Grrenien: X'=i*^'^hiBx='^co 



a 

CO 



Ym , , j, » , » a?=0 bis a?= + oo 



00 

a 






so wird unter Voranssetsong IV die Cunre der Gleiehung 4 nach 
einer Richtung hin ins Unendliche yerlaufen mitesen« Unsere 
Resultate sind demnach: 

1) (J52) — 2AE)^ < (B» — 4AC) (D> — 4 AP), JJ» < 4ilC: 

stets imaginair. 

(BD — 2 AB)» < (J5» — 4ilC) (D» — AAF), B^ > 4AC7; 

nach zwei Richtungen ins Unendliche. 

(BD — 2ÄE)^ > (B^ — AAO cd» — 4AF), B^ < AAC: 

endliche, geschlossene Curve. 

(BD — 2 AB)» > (5» — 4AC) (D» — 4AP), 5» > 4AC: 

nach zwei Richtungen ins Unendliche. 

(BD — 2AE)^ = (JJ» — 4^C) (D» — 4^42?'), J3» < 4ilC: 

1 Punkt. 

(^BD — 24£)* = {B^ — 4ilC) (D» — 4ili?^ , B» > 4AC: 

2 Grade. 

B»— 44C=0, BD— 2AEi=0, D»— 4AP'=0: 1 Grade. 
J3»— 4i4G=0, BD— 2ilJ5=0, D»— 442?'<0 : stets im^nair. 
J5»— 4ilC=0, J5i>— 2ilJ&=0, D»— 4AP>0 : 2 parallele Grade. 

10) B^—AAC=0, BD— 2AE^0, D»— 4iäi^'^0 : nacheinerRich- 

tung ins Unendliehe. 

Es ist bislang stillschweigends die Voraussetzung gemacht, dass 
A B und C einen von Null verschiedenen Werth haben; wir untw- 



6 

7 

8 
9 
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Badien daher endlich noch die Mo dificationen, welche niuere 

y _ _ 

leiartea Resultate erleiden, wenn einer oder mehrere jener drei Ck>effi- 
eienten *) Terschwinden : 

lot) A>^, B>0, C=0. 

Man erkennt sofort, dass unter dieser Annahme die Fälle 1, 3, 
5y 7, 8, 9 und 10 wegfallen müssen; denn einmal kann B'^ niemals 
negütiv sein und eiiiuidennal würde B^ — 4ilC7=0 für C=0 in 
3'^ r= d. i« in i3 = übergehen müssen, was gegen die Voraus- 
setzung ist. Es bleiben also nur 2, 4 und 6 möglich. 

Iß) -ä>0, J?==0, C>0. 

« 

Es fallen weg: 7 bis 10; und zwar gelten 1, 3 u. 5 oder 2, 4 u. 6, 
je nachdem A und C gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben. 

Iy) A>% J5=0, C=0. ^ ' 



Es fallen weg: i bis 6, bleiben: 7 bis 10. 
Zu den nämlichen Resultaten führen: 

Ho) -4 = 0, jB ^ 0, C ^ (identisch mit la), 
Hß) .4 = 0, J3 = 0, C ^ (identisch mit Iy), 

ni) -4 = 0, U ^ 0, C = (identisch mit la), 

nur dass dieselben sich nicht direct aus dem Vorhergehenden er- 
geben, weil jetzt anstatt nach y, was unmöglich wird, nach x auf- 
zulösen ist. Da aber ttie ursprüngliche Gleichung 4 in Bezug auf 
X und y symmetrisch ist, so bedarf es, um die Fälle 4, 5 und 6 
zu untersuchen, keiner besonderen Rechnung. 

Sieht man also von denjenigen Gleichungen zweiten Grades ab, 
für die kein oder nur ein Paar reeller Lösungen gefunden werden 



*) Tritt der nämliche ^all für irgend welche der drei anderen Coeffidenten 
D, J^und^Feiii, lo erieiden, wie man lehr bald nberUiekt, die nletst erlialteBen 
Beitimmmigeii koaurlei , Aeiidenuig. 
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kann, nnd auch von denjenigen, welehe nur scheinbar vom zweit^i 
Grade sind, aich also auf ein oder zwei Gleichungen ersten Grades 
zurückführen lassen, so kommt man za dem Besultate: 

Je nachdem:, B^ ^ AAC ist, mnss die Curve der 
Gleichung: 

symmetrisch in Bezug auf eine Grade der Glei- 

Bx4- D 
chung: y = ^ — nach einer Richtung oder 

nach beiden Richtungen in's Unendliche ver- 
laufen, oder endlich, d. i. geschlossen sein. 

Wir werden nun beweisen, dass jene theils unendlichen, theils 
endlichen Curven mit unserer früheren Parabel, Hyperbel und 
Ellipse identisch sein müssen, indem wir zeigen, dass durch zweck- 
mässige Coordinaten- Transformationen die allgemeine Gleichung 
zweiten Grades für jeden reellen Werth ihrer Coefficienten auf die 
bekannte Gleichung der Parabel, Hyperbel oder Ellipse zurück- 
geführt werden kann. Hierbei werden wir stets von der Voraus- 
setzung ausgehen dürfen, dass die gegebene Gleichung zweiten 
Grades auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem Bezug hat, weil 
im anderen Falle eines schiefwinkeligen Systems eine solche Trans- 
formation der Achsen und der Curvengleichung leicht zu bewerk* 
stelligen ist, dass der Coordinatenwinkel = 90^ wird. 

Zunächst vertauschen wir unser ursprüngliches System mit 
einem anderen, ebenfalls orthogonalen, welches mit ersterem nur 
den Anfangspunkt gemeinsam hat. Werden die neuen Achsen mit 
X^X^ und Fl Fl, wh-d der Winkel X^AX=: Y^AY mit ^ be- 
zeichnet, so ist in die gegebene Gleichung (4) statt sc: a: cos^ 
— ysin^, statt y: y coBrf-^-Xfänff zu substituiren, wodurch dieselbe 
übergeht in: 

12) aj^ (Asin^ ff -f- Ccos^ ^ -\- B sinff cos^) -|- xy ([A — C] sin2f 
-|- B cos2<p) -|- y^ {A cos^ <f — Büntf cos^ -|- Csin^ ^) 
-|-y {DcoBff — Eaia<f)'^x (2)sincp-|-^cos<p)-f-i^= 0. 

So lange nun A und C gleichzeitig von Null verschieden vor- 
ausgesetzt werden, wird man den bislang noch willkürlichen Winkel 
<p aus der Gleichung: 
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13) {Ä — C) sm2<p-f-5cos2(p=0, oder: tg2cpi= . ^ 

bestimmeii können; man erhält dann aus 12: 

14) Mx^-^-Ny^+Py-^-Qß + F^O, 

wenn M^ N, P und Q die Werthe der Coefficienten des Polynoms 
der Gleichung 12 bedeuten, nachdem in dieselben statt sin^ und 
cosf diejenigen Grössen eingesetzt sind, welche sich aus der Be- 

dingungsgleichung: .tg2cp = — -^ ^ ergaben. 

Wird jetzt der Anfangspunkt des Systems nach dem Punkte 
05 = -f- a und y = -j- p verlegt, während die Richtung der Achsen 
unverändert gelassen wird; dann ist in 14 statt x: a?-{-a, statt y: 
y -^ ß einzusetzen, so dass man als neue Gleichung derselben Curve 
erhält: 

15) Mx^ 4- Ny^ 4- X {2Ma+ Q) + y (2i^+P) + Ma^ + Qa 

+ F+iVp2-|-Pß = 0. 

Die beiden Grössen a und ß lassen sich jetzt, wie folgt, be- 
stimmen: 

I. Sind M und N gleichzeitig von Null verschieden, dann 
giebt 

2Ma + Q=Q: a= — ^^und 2i\7ß + P=0: ß = — g^-' 
Alsdann reducirt sich Gleichung 15 auf: 

oder kurzweg: Mx^ -[" ^l/^ = 'S. 

n. Ist ilf = 0, ^^ 0, so dass -15 zunächst die Gestalt an- 
nimmt: 

16) Ny^ J^Qk+ y (2N^ -j- P) -{- Q« 4. F+ J7ß2 4. Pß = 0, 
dann hat man zur Bestimmung von a und ß die beiden Gleichungen : 

2JVß 4. P == 0, Qa 4. P4. Ärß2 4. Pß = 0. 
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Ana 16 wird also: 

Ny^ + Q» = 0. 

m. Ist Jf ^ 0, ^ = 0, 80 geht 15 üto in: 

17) Jfo« 4-aj (2ifa + Q) + 1^ + Mtt^ + Q« + P+ -Pß = ö- 
Die Constanten a nnd ß sind jetzt aus: 
2Ma 4- Q = und Jfa^ + Qa + ^4- Pß = 
zu berechnen. Gleichung 17 reducirt sich dempaeh auf: 

Jede Gleichung zweiten Grades lässt sich also entweder auf: 

Mx^ 4- ^y^ = ^ oder auf: Ny^ -{- Qfc =i (^ vjA Mx^ 4" ^y = ^ 

zurückfuhren, jenachdem M und ^ gleichzeitig von Null verschie- 
den, oder eine dieser beiden Grössen gleich Null ist. 

Nun bedeutet aber Mx'^ '\'Ny^ = S^ wenn M und N gleich- 
zeitig positiv sind und /S>' ist, eine Ellipse; wenn M und 
^gleichzeitig negativ sind und /S <C ist, ebenfalls «ine 
Ellipse; wenn M und N verschiedene Vorzeichen haben 

und /S ^ ist, eine Hyperbel, die entweder auf der Absdssen- 

oder Ordinatenachse in*s Unendliche verläuft; wenn dagegen M und 
JKT gleichzeitig positiv oder negativ sind, während /S negativ oder positiv 
ist, so ist die Gleichung keiner geometrischen Auffassung fähig; und ist 
endlich ;S=0, so reducirt sich dieselbe auf: Mx^'\'Ny^=^^9 oder 
auf: Mx^ — Ny^ = ^\ d. h.auf: a?=0, y=0 (die Gleichungen des 

Anfangspunktes), oder auf: y = + sc V-w (die Gleichungen zweier 

m 

Graden). 



Für Af = , N ^ ^ ging die ursprüngliche Gleichung über 

in: Ny^ 4~ ^ ^^^ ^> ^* ^ ^^ ^® Gleichung einer l^aYabel, die 
entweder auf der positiven oder negativen X Achse verläuft, je- 
nachdem N und Q verschiedene oder gleiche Vorzeichen haben. 
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Im dritten Hauptfall endlich , in welchem 3/ ^ 0, ^ == 

vorausgesetzt wurde, entstand Mx^ ^- Py = 0, wiederum die Glei- 
chung einer Parabel, die auf positiver oder negativer X Achse 

verläuft, jenachdem Jlf ^ u.P^O, oderAf ^ u.P^ ist. 

Zieht man also nur solche Gleichungen in Betracht, die, gra- 
phisch dargestellt, irgend welche krumme Linien. liefern, dann exi- 
stirt zwischen den Coefficienten der Gleichung und der Art der 
Curve folgender Zusammenhang: 

1) Ist Jf > 0, JV^ > 0,1 

> so stellt die Gleichung eine Ellipse dar: 

3) „ M>0^ N <.0A 

J so stellt die Gleichung eine Hyperbel dar: 

5} ^ M = 0, N^o] 

/so stellt die Gleichung eine Parabel dar. 
6) , 3f^0, N = 0,} 

Berücksichtigt man, dass im Fall 1 und 2 das Product MN >> 0, 

im Fall 3 und 4 MN <^ 0, im Fall 5 und 6 MN= sein muss, 

so kann m»ä die bis jetzt erhaltenen Resultate kurzweg wie folgt 

aussprechen : 

> 

Je nachdem MN ^ ist, wird die zu der gege- 
benen Gleichung zugehörige Curve eine Ellipse, 
Hyperbel oder Parabel sein. 

N ' t h ( M = A sin*<p -f- C cos2<p^-j- B sin<p cos^ 

j jV = -4 co's2<p-|- C sin2<p — j5 sin f cos^ 

unter der Voraussetzung, dass sincp und cos(p der Relation: 
zufolge, mit : sin 2<p = , cos 2^' 



in Anrechnung gebracht werden, so dass entsteht: 
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und hieraiu: 



^_ Ä+C-V(A-0^ + B^ 



^= 2 

^ i4»+ \aC-\- (7— ^»+ 2AC-Ci — B^ ^ JÄC-B^ 

4 4 

Weil nun: 

MN> ist, wenn 4-4C> jB», 

JlfiV<0 18t, „ ^AC<B^, 

MNr=Oiat, ^ \AC=B^, 

8o ergiebt sich das schon früher, nur in einer allgemeineren Form er- 
haltene Resultat: 

Je nachdem B^ ^ A:AC ist, muss die Carve der 

Gleichung udy^+^ficy+ac^-fDy-f-^-f-JTsrrzO eine 
Parabel, Hyperbel oder Ellipse sein. 

Anmerkung. Es musste allerdings der Fall ^ t=: 0, C= 
bei unserer letztern Rechnung ausgeschlossen werden, weil 
er zu der unbestimmten Form — in der Relation tg2(p = 

B 

2 n Veranlassung gegeben haben würde. Weil jedoch 

unter dieser Annahme die allgemeine Gleichung in: Bxy-^- 
l}y -|- Ex -J- jP= übergeht, welcher Ausdruck offenbar 
eine Hyperbel darstellt, bezogen auf die Ass3n(nptoten als 
Coordinaten- Achsen ; weil femer die oben für die Hyperbel 
erhaltene Bedingung: B^ ^ ^AC in diesem Falle erfüllt 
wird, so folgt, dass das erhaltene Kennzeichen auf jede 
Gleichung zweiten Grades anwendbar ist« 

Beispiel 1. Für die Gleichung: y^^^xy-^-^iX^ — Zy — a?-|- 
5 = ist: 4ilC=jB2=16; dieselbe wird also einer Parabel 
angehören. Um die Lage der Gurve kennen zu lernen, 
bringen wir die gegebene Gleichung auf eine der Formen: 
Mx^ -}- jF^ = oder: Ny^ -j~ ^ = ^ > indem wir uns 
der vorhin allgemein durchgeführten Coordinatentransforma- 
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tion bedienen. Zunächst werden nur die Achsen verlegt, 
der Anfangspiknkt bleibt unverändert; dann ist die neue Glei* 
chung der Parabel, wenn L YiAY= jLX^ÄX wie früher 
mit (f bezei6hnet wird: 

x^ (sin^-f -j- 4 CQS^^ -f- 4 cos 9 sinf) -|- y^ (cos^^ -j- 4 ^in^<f 
— 4sinf eosf) -}- a?y (4 cos^ 9 — 4 sin^ <f — 6 sinf cos^) -|- 

y (suiff — 3 cosf) — X (3 sin^ -j- C0S9) -}- 5 = 0. 

Für <f folgt aus: 4 cos^f — 4 sin^f — 6 sin^ cosf = 

daher mit Rttckeicht auf die Gleichung tg 2, = j^^^: tg<p 
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= — , also sin^ = — "j/ö, cos^ = -r-V^^* ^^® Parabelgleichung 
J» o o 

nimmt, werden diese Werthe eingesetzt, die einfachere Form an: 

5x2 — y |/*5 — aj V^5 4- 5 = q. 

Werden jetzt die neuen Achsen parallel ihrer ersten Lage 
verschoben, bis der ursprüngliche Anfangspunkt mit dem Punkt: 
a; = a, y = ß zusammenfiült, so ist die Gleichung der Curve in 
Bezug auf dieses Coordinatensystem: 

5x2 4- aj (10a — V^5) — y V^5 4- 5a2 — ß]/*5 —aVs + 5 === 0. 

Für a und ß folgt aus den Gleichungen: 

loa — 1/5 = 0, 5a» — p|/5 — a|/5+5 = 0. 

Mit Hülfe der Werthe: 
*g? = 1> * = TÖ ^^' ^ ~ 4l75 ' Parabelgleichung : x^= L-l y 

zgichnen. (Fig. 49.) 



Will man auf 
directem W«ge so 
viele Punkte der 
Ciirve bestimmen, 
daes die letztere 
festgdegt «erden 
kann, so verfahre 
man wie folgt : 
Die gegebene Glei- 
chung, nach y auf- 
gelöst, giebt: 

+^y_20a!— U. 

Die Parabel ver- 
läuft demnach in 
Bezug auf A. Grade 
der Gleichung: 

sjrometmch; d. fa. 
die letztere ist ein 
DurcbmeBBer(p. 5 1 ) 
derCurve. Der ein- 
facheren Constnic- 
tion halber bestimme : 



i jetzt diejenigen Werthe i 



den Badiealansdmck rational machen. Zu dem Zwecke setze mu: 



y — 20a;— 11 =k also: 



dann wird ftlr jeden Werth i 
Z. B.: 



I h sowohl X wie y rational- 
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Die Zahlen der beiden letzten horizontalen Colonnen in be- 
kannter Weise benutst, erhilt man 14 versehiedene Parabelpunkte. 

Für Fig. 49: 

ist XX^ YY das ursprüngliche, X^X^^ ^i^i ^^ ^^^® Coordinaten- 
system; ist OG die Grade der Gleichung y = — 2a;-f-f9 ^* 

11 



{am = ü 
f cl = 

f do = n. 



. cl = 2 

^' - 5 



5 
13 



f «P = V^ 

l ePi = ¥ 



etc. 

Beispiel 2. 2y^ — Zxy -}- Bx^ — y ^- 5^5 — 3 = o. 

4^C=48, £2 ==9; iAOBK 

• • • ... j 

Die Curve der vorliegenden Gleichung ist also eine Ellipse. 
Nach der ersten. Transformf^tion erhält man: 

2 ^ ^ • ]/lO^^|/lO 

3 1 

und: tg2f = — l», tg^ = 3, sin<p = , cos^ = 



1/jO ^ |/10 

Nach der zweiten Transformation: 



oder: 



aß2 , y2 



J ^ = 1 



(1,644... )2 • (0,788... )2 



a = ^ = — 0,210 . 



' 13l/lÖ " 



so dass die halbe grosse AcLse 
^ 1,644..., die halbe kleine 
=: 0,T8S.;. sein muss. 

Auf directem Wege berech- 
net man dadurch die Coordi- 
naten jeder beliebigen Anzahl 
von Ellipsenponkten, dass man 
die gegebene Gleichung nach 
y aadesst: 

_ 3a 4-1 



+ |y_39a,s— 34!C+25 

und nun diejenigen rationalen 
Wertbe von x bestimmt, ilir 
welche der Radicalausdruck, 
also auch y, rational wird. 
Zu dem Ende setze man: 



y— 39»! _ 34a; 4- 25 = 5 4- Jbj, 



* ~ 39 -j- Ä^ 

folgt; dorch EinsetEung irgend welcher rationaler Zahlen statt k in 
die rechte Seite letzter Gleichung ergeben sich diejenigen rationalen 
Werthe von x, fllr welche y ebenfalls rational ist. Man findet z. B. 



«i: *= — 4 


— 2 


+ ' 


+ 2 


+ 4 




"= +A 
" t— * 


+ H 

-w 




-A 

-w 


-tt 
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Für Figur 50: 

ist XXy YY das ursprüngliche, X^X^^ Y^ Y^ das neue Coordinaten- 

' 3aj -4- 1 
System; ist OG die Grade der Gleichung: y == ^ — und ist: 

Ad- « • """ ^ ^ 



l dm = 






u. s. w. 
Beispiel 3. Für die Gleichung: 

7y2 + i2a^ + 2«« --^0^+^ = 

ist: 4^C'=56, B* = 144, demnach: 4i4C<B*; die zu- 
{gehörige Curve muss also eine Hyperbel sein. 

Nach der ersten 'Transformation erhält man: 

^ 2 f II 2 ^^ f ^^^ I 2783 . 

^ ^ }/l3 ^ 2|/l3 ^~ 28 

12 3 3 2 

und tg2<p=--— , tg<p = — , sin9=2=-— p=, cos<p = 



5' -OT 2'"--- ]/iF' ^~|/13* 

^ * 

Nach der zweiten Transformation resultirt: 

y2 05^ 



57./iiv»_ /57./iy = _|.l 



und: 



{Tny-i'tn:) 



165 1651/13 ^,„^ 



Demnach üt: 

die halbe grosse oder reelle Achse b = ^^'^==$,^31... 
die halbe kleine oder imaginSre Achse a = YV^= 3.807... 
Löst man die gegebene Gleichung nach y aof, so entsteht: 



oder: 



nnd setzt: 



Vu (ST— ■*J-)(2a:4-23) = &(2a! + 23), 

woraus: 

_ 12l + 92Jfc3 

"~ 4(11 — 2ita) 

folgt, so wird jeder rationale Werth, statt A.eingesetst, ein ratio- 
nales x und y liefern. Z. B.; 
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k= -}- la 




+ 4 



«= -12^ 



+ 19^ 



+ 3f .. 



9 



V AB • • • U* 8» W« 



Für Fig. 51 : 
ist XXf YY das ursprüngliche; X^X^y Y^ Y^ das neue Coordinaten- 
system; sind TT und T^T^ die Assymptoten der Hyperbel; ist GG 
die Grade der Gleichung : y = — ^x und ist : 



Aa=\2W% 



Ab = \%^ 



Äc= ^\ 



{am =nm 
ihn =19Vt 

{CO = 
COi = 



5ä; 



u. s. w. 



Aus dem Resultate der Untersuchungen des gegenwärtigen 
Cap., d!ass: 

18) ily2 4-5ajy4.6V+2>y4-£ar-J-i^=0 

die allgemeine Gleichung der Kegelschnittslinien sein muss, so lange 
Aj B, C, D, E und F reelle Constante sind, lässt sich schliesslich 
noch erkennen, wie viele Punkte zur Bestimmung einer Parabel, 
Ellipse oder Hyperbel nothwendig sind. Weil sich nämlich zu- 
nächst e&er -d^r Coefficienten in 18 durch Division stets entfernen 
läflsty z. B. Af wodurch letztere Gleichung iti: 

oder kurzweg in: 

19) y2 j^ ctxy .-{r* hx^ -|- cy •-}- rfa? -j- ^ == ^ 

übergeht/ so sieht man leicht, dass 5 Punkte zur Berechnung der 
jedesmaligen Werthe der 5 Coefficienten a, b, c, d und e, also auch 
zur Verzeichnung der zügehörigen Linie genügen. 



Orelle, Anal. Oeom. d. E. 



9 
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Am einfachsten gestaltet sich diejenige Rechnongy deren Re- 
sultat die Gleichung einer Curve sein muss» welche durch 5 gege- 
bene Punkte verläuft, wenn die Coordinaten- Achsen je durch zwei 
jener Punkte gelegt werden« Sind letztere z. B. P^, P^f ^zt 
P4 und P^j und legt man die F Achse durch P^ und P^y die 
X Achse durch P3 und P4, so dass im Allgemeinen die Gleiehun- 
gen der bestimmenden Elemente sein müssen: 

fa;=0 fa5=0 (x=x^ faj=a>4 (x=x^ 

dann erhält man zur Berechnung der 5 Unbekannten a, hp e, d 
und e die- 5 Gleichungen: 

yi + cyj 4- « = öf 

bx^ -f- dx^ -j- « = 0, 
bx^ -f- dx^ -[- e = 0, 
^6^ + oajj yj -f &»/ -|- cy^ + cfo^ 4- e == 0, 

woraus sich ergiebt: 

A_ yiya. 

x^x^ 
c = — (^1+^2)» 

« = yiy2- 

Dasjenige Verfahren, welches man gefunden hat, um durch eine 
geometrische Construction aus den gegebenen 5 Punkten den 6ten, 
Tten, überhaupt jeden folgenden Punkt zu erhalten, lassen wir darum 
hier unberücksichtigt, weil es seiner Complicirtheit halber kaum aus- 
führbar ist.*) 



*) Man findet es besprochen in: Lehrbuch der aaalytitolien Geometrie Ton 
Fort und Schloemüch, L Th«, pag. 184--188. 



• Cap. 9. 

Die LinieH der «leiehimgen tob hdheren Graden. 



Die Bemerkung, dass der Grrad der Gleichung nicht durch die 
zuflQlige Lage der Coordinatenachsen gegen die Curven, sondern 
einzig und allein durch ihre Grestalt und Eigenschaften (s. pag. 110) 
bedingt ist, hat. V^anlassung dazu gegeben, die Linien der Gleichun- 
gen Yom dritten, vierten etc. Grade ebenso zu gruppiren, wie dieses 
in Bezug auf die Linien der Gleichungen vom ersten und zweiten 
Grade im vorhergehenden Capitel geschah. Eine Discussion- der 
cubischen, biquadratischen etc. Gleichungen, deren Zweck Bestim- 
mung der Anzahl und Art der .zugehörigen Linien sein soll, muss hier 
jedoch unterlassen werden, weil eine einigermaassen erschöpfende 
Betrachtung zu weit fiihren würde. Wir sehen uns darum genöthigt, 
auf: PlÜcker, Theorie der algebraischen Curven, zu verweisen, in 
welcher Schrift ihan obigen Gegenstand in einer eigenthümlichen 
Weise sehr gründlich abgehandelt findet. 

Einige, ftir die angewandte Mathematik wichtige Linien höhe- 
ren Grades werden wir im zweiten Theile unserer Schrift unter- 
suchen, nachdem wir noch auf eine besondere Gattung von Curven 
hingewiesen haben, die im Folgenden hin und wieder erwähnt wer- 
den müssen. Dieses sind die Linien der Gleichung: 

1) y = a -|- ia? -|- caj^ -|- dx^ ....-}- mx^^^ -\-px^f 

welche man parabolische Curven nten Grades genannt hat. 
Weil die rechte Seite letzter Gleichung (7i-[-l) constante Coeffi- 
cienten a, 6, c ,,. p enthält, so folgt, dass (n-f-1) Punkte eine 
parabolische Linie 9iten Grades bestimmen. Wären diese: 
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l y = yi l y = yj l y = 



yH-i 

so hätte man zur Werthermittelung der Constanten die (n -^ 1) 
Gleichungen : 

yj = a -|- Äa?2 -j- cajj'* -|- . . . -f- P^j* 

Diese Art und Weise der Rechnung ist aber zu umständlich-, 
darum zieht man den folgenden Weg vor. 

Setzt man nämlich: 



3) 



(x^—x^) (a?i— (Cj) («1— a?4) ••• (^1— ^ii+i) ~ * 

(ag— ag^) jx-^x^) (x—x^) ... (x—x^i) _ 

(«2 -.a?i) (a?2 — ajj) (x^ —xj . . . («j— «„4-1) ~ ^ 

(ag— a?t) (g— gga) jx—x^) ... jx—x^^i) _ _ 

(a?3— a?i) («3— «2) (a?s— »4) • • • («$— «n+l) ~ ' 



5) 



g (ag— a?|) (a? — a;2) (x—x^) ... jx-^xn) _ ^ 

dann ist offenbar die gesuchte Gleichung, welcher durch jedeis Paar 
der gegebenen Coordinaten Genüge geleistet wird: 

7) y = yiX^+y2^2+yz^z + "' + yf^iXn+v 

dann für ag = ag« wird aus 3, 4, 5 •... 6: 

X^ = 1 , X2 = A3 = X^ = ....== X^^i = 0, 
also aus 7: 

y = yi» 

für a? == äg2 wird aus 3, 4, 5 ... 6 : 

Aj == 0, X2 = 1, A3 = X^ = . . . ^ ^^n-^-l =*=^ ^f 
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also «OB 7: 

- ys=yj u. 8. w. 

Beispiel. Die Gleichung derjenigen parabolischen Linie 4ten 
Grades zu finden, welche durch die 5 Punkte: 
a;=4-3 x = — 4 x = -{- 6 x = — 2 »= — 9 
, y== — 2, y=— 1, y = -f2, y = +5, y = 4-3, 
verläuft. 

In diesem Falle ist: 



y ^ (iB4-4) jx-d) («4-2) (avf 9) 
1 (3+4) (3—6) (3-{-2) (3+9) 

X = ^"^^^ ^'^^^ ^'^^^ ^"^^^ 
» (— 4— 3)(— 4— 6)(— 4+2)(-4+9) 

y ^ (X— 3) (aH-4) (a+2) (a+9) 
' (6—3) (6+4) (6+2) (6+9) 

y ^ (g— 3) (a+4) (g— 6) (a+9) 
* (— 2— 3)(— 2+4|(— 2— 6)(— 2+9) 

y (a— 3) (a;+4) (a;-6) (x+2) 

« (_9_3)(— 9+4)(-9— 6)(-9+2) 



und: 



y = - 2Zi - Z, + 2Z, + 5Z, + 3X, 
oder ausgeföhrt: 

^~ —1260 

y _ x^ -{- 2a;g — 63 a?^ + 36a; + 324 
^2— ZTtöo 

^ a;^-f 12a;»4-17a;2_ii4a;— 216 
• ^"^ —3600 

_ a?^ 4. 4a?» — 63 x2 — 90a? 4- 648 

_ a;4 _ 3 gS _ 28 a?^ -}- 36 a; + 144 

'«~ 6300 

lind: 

Soll man aus ihrer Gleichung die Coordinaten so vieler Punkte 
einer parabolischen Curve berechnen, dass sich die letztere ver- 
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zeichnen lässt, dann ist im Allgemeinen das folgende VerfSüiren, 
dessen Richtigkeit leicht zu erweisen ist, das wegen seiner Kürze 
empfehlenswertheste. Ist die gegebene Gleichung z. B.: 

y = 7 — 9« — 13aj2 -{- 2«», 
dann operire man mit den willkürlich gewählten Abscissen, etwa 
1, 2, 3, 4, ... und den CoefScienten des Polynoms folgendennaassen: 

+ 2, —13, ^ — 9, +7, 

J^i)\ -|-2.1=+2, — li.l=— U, (—20.1)=— 20 

^-2, (_13-f2)=— 11, (— 94-[— 11])=— 20, (—204-7)=— 13 

+ 2, -13, —9, +7 

+ 2){ -1-2.2=4-4, (—9.2)=— 18 (—27.2)=— 54 

-h 2, (—13+4)=— 9, (_94[— 18])=— 27, (+74-[-54])=-47 

4-2, —13, — 9, 4-7 

+ 3){ + 6, —21, —90 

-f-2, — 7, —30, —83 

-1-2, ^13, — 9, -1-7 

-}-4){ + 8, —20, —116 

-}-2, — 5, —29, — 109 

4-2, -13, -9, +7 

4.7){ +t^> ±2^ — i^ 

— 2, — J^. 

- 9, -1-7 
-1- 24, -}- 120 

4-15, -1- 127 

u. s. w. u. s. w. 

Einige Punkte der zu construirenden Gurre sind demnach: 

:-l- 4 f flc=4-7 f a;=H- 8 

y=-l-127etc. 
Zu bemerken ist noch, dass fehlende Glieder, wie z. B. in: 

y = 2 — 3«5 4" ^®* 
mit dem CoefiScienten Null in Anrechnung gebracht werden müsiten, 
wenn vorhergehende Rechnung durchgefährt werden soll, so dass 
fUr letzte Gleichung zu schreiben ist: < 

+ 5, 4-0, —3, +0, -1-0, +2. 




(x=^l(x=^2(x=+3jx=+ 4fa^4.7f 
\y=— 13 ly=-47 ly=-83 ly=-109ty=«.7 ( 



Zweiter Theil. 



Cap. 1. 



Um die Eigenschaften der im ersten Theile abgehandelten 
Linien kennen zu lernen, genügte in den meisten Fällen eine al- 
gebraische Untersuchung ihrer Gleichungen oder Functionen; nur in 
wenigen Fällen, nämlich bei Gelegenheit der Parabel- und Ellipsen- 
Quadratur, wurde es nothwendig, den elementaren Standpunkt zu 
verlassen; denn um den Inhalt dieser beiden Curven zu erhalten, 
musste derjenige Grenzwerth ermittelt werden, dem sich eine Summe 
immer mehr nähert, je grösser die Anzahl ihrer Summanden und je 
kleiner jeder einzelne Summand wird, welchen Grenzwerth die 
Bumme erreicht, wenn die Anzahl unendlich gross, der Summand 
unendlich klein geworden ist. Eine solche Grenzbestimmung ist aber , 
bedient man sich nur der Algebra, in vielen Fällen sehr schwierig, 
in den meisten unmöglich; darum mussten wir im ersten Theile 
unserer Schrift, wo von der s. g. höheren Mathematik kein Gebrauch 
gemacht werden sollte, sowohl auf eine Erwähnung verschiedener 
Eigenschaften der Kegelschnittslinien wie auf eine Bearbeitung an- 
derer wichtiger Curven verzichten. Dieselben sollen in diesem 
zweiten Theile bearbeitet werden, den wir mit einer Entwickelung 
der Bedeutsamkeit doß Differentialquotienten und bestimmten Inte- 
grals fdr die geometrische Untersuchung beginnen. 

L Die Tangente, Normale und Assymptote. Be- 
kanntlich stellt --^ =f'(x) den Werth der trigonometrischen Tan- 
gente des Winkels dar, den eine geometrische Tangente an die 
Gurve y =f(x) im Punkte a?, y mit der Abscissenachse einschliesst 
Folglich ist die allgemeine Gleichung einer geometrischen Tan- 
gente ab eine Curve y=f(x) im Punkte x^y y^: 
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y— yi = ^ (X— «i) 

s 

und die* allgemeine Gleichung einer Normalen: 

dxi 
2) y — yi=— ^(aj — aj^). 

Die Längen der Tangente, Subtangente, Normale und Subnor- 
male sind der Reihe nach 'durch die Ausdrücke: 



2 



bestimmt. So erhält man z. B. mit Hülfe der Differentialquotienten 
der Parabel-, Ellipsen- und Hyperbelgleichung: 

als Gleichungen der geometrischen Tangenten an diese drei Unien 
in einem Punkte x^, y^i 

y — yi = ~-(aj-«i); y — yi = — rjj^c»— «i); 

b^x, 

oder reducirt: 



^ '"~a'y, 



yy 



/ I K axc, , «Vi -. • *ar, Wi 



So ist ferner: 

Parabel-Subtg = y ^ ^ = ^ = -^^i- = 2a?j. (s. pag. 45) 

Parabel- Subn = y^, ^i- r=p (s. pag. 46) 

yi 

Ellipsen-Subtg = _y,|!|l = _^== ^^Tl^ («. p.g. 65). 



Ist die Gleichnng der Cnrve {n Polarcoordinaten gegeben, 
so Rinss anch sowohl ihre Tangente wie Normale anf das zuge- 
hörige polare System bezogen werden ; darum erhKlt man unter 
diesen Umstämlen die allgemeinen Gleichungen jener beiden Graden, 
wenn in 1 und 2 statt x: rcOB<p, statt y: rsincp substituirt wird. 
Betrachtet man f als onabbilngige Yariabele, so ergiebt «cfa: 

Binvi -r-^-h^i cos», 
r smf — r| sinf j = -j^-* (rco8<p — r^coe<f^) 

oder redactrt: 

*) r{-~i-ain(<p— 9i)— riC08(<p — 9,)} + ri>=0 

als Polargleicfaung einer Tangente an dieCurve: r=f{if) 
im Punkte (p^, r^. Und als Polargleichung der Normalen: 



^* '■{'^*'"("P~Ti)4-''i"»(T— Ti)) 



So wie man fBr rechtwinklige pj„ gg 

Coordinaten-Systeme die Länge der 
Tangente, Subtangente u. s. w. lu 
berechnen pflegt, so hat man fllr 
polare Systeme eine s. g. Polar- 
sabtangente nnd Polarsnb- 
normale mit folgender Bedea- 
toag eingeführt. Sind 2T u. NN 
Tangente und Normale an eine 
Gurre LM (Fig. 52) im Punkte P, 
dessen orthogonale Coordinaten Xf, 
y^, dessen polare tp,, r, sein 

mSgen, dann nennt man, wenn ÜAQ senkrecht zum radiua rector 
AP des BertthruDgspunktes P liegt, AQ die Polarsubtangente, AR 
die Polarsubnonnale. Die LSngen dieser beiden Abschnitte lassen 
sich folgendermaassen berechnen. ZunScbst ist: 

-p-^ = ^{flO+^i— «) = cotg(«— 9,) 
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also 



^''-^<?^ 



P.Sbtg = r,^J=^ = r.^Lj^ 

und wird statt -^ sein Werth in Polarcoordinaten auBgedrückt sub- 
stituirt, 80 folgt nach einigen Reductionen: 

6) P.Sb% = ri2^. 

Ferner sind die Dreiecke JSAP und PAQ ähnlich, so däss die 
Proportion stattfinden muss: 

EA:AP^ APtAQ 
oder: 

Pol. Subn, X Pol. Subtg. = r^ 

7) Pol. Subn. = -$^. 

Wenn eine Curve in*s Unendliche verläuft und die Gleichung 
ihrer Tangente an einen uaeodlich ^entfernten Punkt einer geome^ 
trischen Auffassung fähig ist, so folgt hieraus die Existenz einer 
assymptotischen Graden. So ist die Gleichung der Tangente 
an eine Hyperbel: 

Soll der Berührungspunkt in unendlicher Feme liegen^ so muss 
ajj = y^ = 00 gesetzt werden, wodurch man aus 8 oder aus: 

9) ^ ^ y — ^ 



folglich : 



erhält: 



oder: 



a a 

ab 62 - "' . 



V = — X. 
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Das ist, wie schon früher bewiesen wurde, die Gleichung einer der 
beiden Assyniptoten an die Hyperbel (s. pag. 88). 

Dagegen wird aus der Tangentengleichung der Parabel : 

für: x^ = y^ = QO 
y=co. 

Das ist die Gleichung einer Parallelen zur JS^Achse, deren Abschnitt 
auf der FAchse unendlich gross 'ist. Diese Grade fällt alao mit 
allen ihren Theilen in die Unendlichkeit; darum lassen wir dieselbe 
unberücksichtigt und behaupten, der Parabel komme keine Assymp- 
tote zu. 

n. Die Quadratur der Curven. Die Gleichung einer 
Curve, bezogen auf rechtwinkelige Coordinaten , sei mit y=f(x) 
gegeben. Soll nun der Inhalt derjenigen Ebene berechnet werden, 
die einerseits von der Linie selbst und der Abscissenachse, anderer- 
seits von den Ordinaten der Curven -Punkte, welche zu den Ab- 
scissen a und b gehören, begrenzt ist, so denke man sich die ganze 
Grundlinie b — a in unendliche kleine Elemente dx zerlegt, so dass 
die zu. bestimmende Ebene als eine Summe von unendlich vielen 
Rechtecken erscheint, deren Grundlinie dx, deren Höhe irgend eine 
Curvenordinate ist;' dann erhält man: 

^ 1) Fläche == I ydx = 1 /(«) dx 
So ist z. B. 

die Parabel-Fläche = ydx =■ |/2pa?cia? = |^a3y (s. p. 53), 



I — j/a^ — x^ dx = 



die Fläche der Ellipse =i= 4 I — y d^ — x^dx = ah: (s.p. 82), 




die Fläche der Hyperbel = 4 | — \/x^ — a^dx^=^ — a?|/x^ — a^ 



-f-2a51og.n.{ ^^^^,_^4 . 



142 

Ltt88t sich das Differential ydx moht integriren, so rnuss man 
den Werth des bestimmten Integrals anniÜiBrungsweise mit Hfilfe 
der Formel: 

2) jßedx = h (p^ + /(a+A) -f /(a-l-2Ä) -f- . . . . 

+ /(a+[n-l]A) + ^) -f^(/'(6) -/'(«)) 

wobei : 6 — a = fih 

gesetzt ist| za. bestimmen suchen. , Praktischer jedoch fftr die an- 
näherungsweise Werthermittelung des Inhalts einer Curve sind die 
folgenden Formeln, die noch den Voreug besitzen, anch dann ange- 
wendet werden zu können, wenn nur die Curve gegeben und ihre 
Gleichung unbekannt ist 

So lange nämlich die zu quadrirende Curve aus einem ununter- 
brochenen Zuge besteht, die bekannte oder unbekannte Gleichung 
derselben, welche mit y = F{x) bezeichnet werden möge, also con- 
tinuirlich ist, wird letztere durch eine unendliche Reihe ^ nach 
ganzen Potenzen der Variabein x geordnet, dargestellt werden kön- 
nen. Es wird, wie die Differentialrechnung beweist, stattfinden müssen: 

y = F{x) = il4.Ä»4-Ci2^.Zte»-fliB*+.... 

wenn A, By C, Z), E .... Constante bedeuten, die mit F{x) be- 
kannt öder nicht bekannt sind. 

Denkt' man sich jetzt die zu berechnende Fläche durch Ordi- 
naten in solche Theile zerlegt, dass die Grundlinie eines solchen 
Streifens klein genug ausfiele, um die höheren Potenzen derselben 
gegen niedere vernachlässigen zu können, so wird man statt der 
Function des zu jedem Streifen zugehörigen Curventheiles eine end- 
liche Anzahl von Gliedern der obigen Reihe in Anrechnung bringen 
dürfen und hiermit ein desto genaueres Resultat erzielen, je grösser 
diese Anzahl genommen wird. Wir unterscheiden die beiden Fälle: 

a) y = 4 -(- Bxy 

p) y = .4 4- J5a? -f Cx^. 

Werden zunächst ftir Fall a die .Längen der beiden Ordinaten, 
welche ein Flächenelement ÄBpq (Fig. 53) begrenzen, kurzweg mit 
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ygQndyjbeieicfaiietiuiddieQiuDd- Fi?. S3. 

linie Aq mit 6, dum sind die Con- 
Btantftn A und B aus den beiden 
Gleichungen: 

yo = A 
m beatimmen. Es ergiebt sieh aber : 

so dasa man als Gleichung derjenigen Linie, welche angenbUcklich 
statt der Cnrve Bp in Rechnung gebincht wird, erhKlt: 

y = y^-\- ^'"7^° (eine Grade). 

Folglich ist der Inhalt des Streifens ABpq durch den Ausdruck 

^ ' 2 " ~ '> '^ ^^ ^''^^ ^^^ S«»!^» Fll^li«> AB CD, vor- 
ausgesetzt, dass AD ^ nS ist und dass die einzelnen Ordinaten 
der Reihe naeh mit y„ y^, y^, yj .-• Jb— n Vn beseichnet wer- 
den, durch: 

a4*u + a+j!i, + a±i^s + +ü=vt»-"8, 

oder durch; - 

3) !|?l+ü?+j,+y.+äi. + ....+y„_i} 

dargestellt 

Fitr 54 
Theilt man f^r den zweiten 

Fall die Grundlinie Äp (Fig. 54) 
jedes Elementes ABqp in zwei 
gleiche Theile; Ar=rp=h, be- 
zeichnet die LXngen der drei Ordi- 
naten AB, r» und pq knrxweg mit 
y^, y^, yj, dann ergeben «ch 



144 

zur Bestimmung der drei Constenten A, B und C die Glei- 
chungen : 

yo = ^. 

yi = ii + 58 -4- a«, 

yj=il + 2fi8 + 4a*. 
Hieraus folgt: 

A — yo, -ö— 28 ' *'~ 2p ' 

so dass die Curre Bq jetzt als eine Linie der Gleichung: 

d. i. als eine Parabel angesehen wird. Demnach ist: 



Wird also die ganze Grundlinie AD =■ 2n8 = n.Ap . Toraus- 
gesetzt und werden die einzehien Ordinaten der Reihe nach mit y„ 
yi, y2, y2H— 2> ys«— 1» V'in bezeichnet, dann eigiebt 'sich: 



^ßCD= |(yo+4yi4-y,)4-| (y,+4y,-f-y,)-f|.(y,4-4y,+y,) 

oder: 
-4) i45CD=y{yo+y2»+4(yi4-y3+y5+...+y2„_i) 

+2(yj4-y4+-"+y2n-2)}*) 



*) Zieht man noch die dritten Potenzen der Variablen x mit in die Eech- 
nung, so ergiebt sich ebenfalls eine' sehr einfache Formel für die aimSherongsweise 
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Diese letzte Formel, welche unter den Namen der SimpBon- 
schen Regel vielfach angewendet wird, liefert annäherungsweise 
schon recht genaue Resultate, wenn nur das in ihr enthaltene n 
nicht zn klein genonunen wird. 

Beispiel. Es soll der Inhalt deijenigen Plkche berechnet 
werden, welche von einem Hyperbelbogen der Gleichung: 

-=■ — ^ = 1, der XAchse und den Ordinaten begrenzt 
o* 0' 

wird, welche zu den Absciasen 2a und 3a gehören. 



luhaltabeatiiiiinnng. Dm funSchit die Tier Conatanten Ä, B, C und D sa enmtteln, 
theüe Bun dk Grandlinie Äq (Fig. fiä) eines £lemeiites ABpq in S gleiche Tbeile; 
ist jeden Thdl ^ i nnd nud die vier Ordi- Fig. 55. 

naten der TheDpimkte yg, y|, yj, yj, dum 
erhält man am: 

i/t = Ä + 2Bi + 4CB» + 8JM3 
V3 = Ä + aBi + 9(7i> + 27Dt3 

7i_ y3— 3yi+syi— ya 

Mä ■ 

Die Com £p wird denmach als eine Linie der Gleichong: 

.1. V3 — hl3 + hl — Vt, _x 
aiifg«fs»st Daher irt: 

*/« |- 2y3— 9yt+i8yi-" yo^ I - y3+*y>— 5yi+gyo ^3 



-iy 



ABCD= — B|«^+J(3„ + 3(y^ + y,+y^+J,5 + y,-|-ya+... + 3^_H-yan-l) 



+2(y3+w+y»+-+y3«-3)J-- 

L G«i>m. d. B. 
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Direct dureh Integration diese Aufgabe gelöst, erhält man: 

Fläche = J l>/^I=^/dx=aJ(3l/-2-K3)+^<|^) 

== 2,2876953 ....ah. 

Theilt man darauf, um die Formeln 3 und 4 anwenden zu können, 
die Grundlinie a des zu berechnenden Streifens einmal in 6, ein- 
andenpal in 12 gleiche Theile, dann findet sich zunächst für die Ordi- 
naten der Theilpunkte im ersten Fall: 

i^o = — 1/(2«)^ — «^ = 1,7320508 ... 6 
yx= — y{lla)^—a^ = 1,9220935 . . . ft 
ya = — l/(igi«)2 — a2 = 2,1081848 ... 6 
ys = -- VC-^)'— «2 = 2,2912871 ... 6 
y ^ = — y(JJLa)2— a2 = 2,4720666 ... 6 
y^= — y(lla)^—a^ = 2,6509956 ... 6 

ye = — Viri^Y —a^ = 2,828427 1 ... 6 
und im anderen Falle: 

yo = — y (2a)2 _a2 = 1,7320508 ... 6 

Cb 



yi = — ]/(f|a)2 — a2 = 1,8277256 ... 6 
2/2 == — ]/(Ha)2— a^ = 1,9220935 ... 6 
y3 == — y(f^a)2— a2 = 2,0155642 ... 6 
y4 = — |/(^a)2 — a2 == 2,108 1848 ... 6 



ys = — V{Ha)' — a^ = 2,2000628 ... 6 

i/e=: — l/(^a}» — 0^ = 2,2912871 (..6 

t/T = — V(HaJ* — «* = 2,3819314 ... 6 

jg = — '^/(^)2— 0^ = 2,4720666... i 

y» = — Vma)^ — a^ = 2,5617369 ... 6 

y,o = — ]/(^a)J_o2 = 2,6509944 ... 6 

ffii = A y 1^)2 _oa = 2,7398800 ...b 

y,j= — |/(ffa)i — a* = 2,8284271... 6 

und hieraus das erste Mal: 

FlSohe = 2,2874444 ...ab (nach 3) 

Fläche = 2,2875825 ...ab (nach 4) 

das zweite Mal: 

Flache = 2,2875041 ...ab (nach 9) 

FlKche = 2,2876474 ...ab (nach 4) 

Ist eine Curve auf ein polares System bezogen, dann versteht 
man unter Quadratur derselben die Inhal tfiberechnung derjenigen 
Ebene, welche einerseits von der krummen Linie selbst, andererseits 
von den Fahrstrahlen ihrer Endpunkte begrenzt pjg g^ 

ist; so würde es sich etwa ftir die Curve MN 
(Fig. 56) um die Berechnung des Stückes MAN 
handeln. Angenommen nun, dasa die Coordi- 
naten des Punktes N: r und tf sind, dass 
^CAN=d<f, also ^C=r+dr und CNA = 
dF, (wenn F die .ganze Fläche bedeutet) sein 
mnss, so erhält man, weil das unendliche kleine 
Bogenelement CN als Grade zu betrachten ist: 

10* 
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dJP = 4^ r (r-|-dr) sinc?^ 
oder: dF= ^ r^ 8m <Zcp -}- ^ rdr Bmd<f = \ r^ dff 

und hieraus: 6) F=^^fr^dff. 

Die Grenzen dieses Integrals sind die Winkel der beiden die 
Fläche' begrenzenden radii vectores mit der Achse des Systems; der 
jedesmalige Werth von r^ folgt aus der gegebenen Gleichung der 
Curve: r=/(^). 

in. Die Kectification der Curven. Ist die Linie auf 
ein rechtwinkeliges Coordinatensystem bezogen, dann lässt sich ein 
unendlich kleines Element ds des ganzen Bogens als die Hypote- 
nuse eines rechtwinkeligen Dreiecks betrachten, dessen Katheten 
dx und dy sind, so dass stattfinden muss: 



ds^ = dx^+dy^ oder: .&= •)/l+(g)'dx= ■|/l + (g)' rfj, 
also: 

Von diesen beiden Formeln hat man die erste oder zweite zu 
nehmen, je nachdem x oder y als unabhängige Variabele ange- 
gesehen wird. Die Grenzen der Integrale sind die Abscissen oder 
Ordinaten der Endpunkte der zu rectificirenden Curve, aus deren 

Gleichung die jedesmaligen Werthe der Differentialquotienten -^ 

dx 
oder -T- zu entnehmen sind. 

dy 

So erhält man z. B. fUr die Länge des* vierten Theils einer 
Kreislinie der Gleichung x^ -{- y^ = r^, wenn x als unabhängige 
Variabele betrachtet wird: 

für die ganze Kreisperipherie also 2rrr; und für die Länge eines 
Parabelbogens der Gleichung y^ = 2px: 
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8 



für die Länge einer Ellipse der Gleichung: — -}-^=l: 



' J •^ 



wei^n E die numerische Excentricität bedeutet. 

Für Polarcoordinaten ergiebt sich, wenn in Fig. 56 NL I AC 
vorauBgesetet wird: . 



und wegen: 

CL=CÄ — LA=CA — NA cos CAN= r-{-dr — rcoB d<f 

LN = AiVsin CAN = r sin rfcp 

d8^ = (r^dr — rcosdtp)^ -j- (rsindcp)^. 
Hieraus folgt: 



ds = y dr^ + 7-2 rf(p2 = d<p |/r2 = (1^)^ 
also: 



Für die Grenzen dieses Integrals gilt wieder das auf pag. 148 
Gesagte. 

IV. Von den Krümmungen und Berührungen. Die 
oberflächlichate Betrachtung der beiden Curven I. und II. (Fig. 57) 
zeigt sofort, dass die Krümmung der LM in der Nähe des Punkten 
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P eine stärkere üt als die 

der iiJfi in derNShe dea ^^- ^'* 

Punktes P^, zeigt auch flir 
dieselbe Curve, z. B. für 
die LM, dass verschiedene 
Theile derselben eine ver- 
schiedene Krümmung erlei- 
den. Jedoch Ifisat sich 
durch den blossen Augen- 
schein weder wahrnehmen, 

wie gross der Unterschied der Krümmungen im obigen Falle sei, 
noch in weniger schacf hervortretenden Ffillen gegebener Curven 
mit Bestimmtheit entscheiden, ob Überhaupt ein Unterschied in den 
Krümmungen existire oder nicht. Will man nun in dieser lUch- 
tung irgend welche Linien ontersuchen, sv muss ein mathematisches 
Maass itir die Krümmung irgend welcher Theile derselben oder 
verschiedener Curven ausfindig gemacht werden, damit wo möglich 
mit Hülfe dieses Maasses die Vergleichung der Krümmungen auf 
eine ohne Mühe zu bewerkstelligende Vergleichung numerischer 
Grössen zurückgeitilirt werde. — Denkt man eich zu diesem Zwecke 
sowohl ftir die LM wie für die L^My Kreise mit demselben Halb- 
messer construirt, von welchen die Gurren in den beiden Punkten 
P und P, berührt werden, so ist klar, dass im ersteren Falle die 
Berührung zwischen Kreis und Curve eine innigere sein wird als im 
zweiten; überhaupt erkennt man, dass der Grad der Berührung mit 
der Stärke oder Grösse der Krümmung zu- tmd abnimmt. Wäre 
man nun im Stande, mit mathematischer Genauigkeit den Berührungs- 
grad zweier Curven mit Kreisen derselben Radien zu berechnen, so 
würde die Vergleichung dieser Berührungsgrade die Frage *nach 
dem KrUmmungsverhältnifls irgend welcher Theile einer Curve be- 
antworten. — Die vorliegende Aufgabe lässt sich aber auch auf 
folgendem Wege erledigen. So wie vorhin gleiche Radien, also 
verschiedene Berührungagrade angenommen wurden, so könnte man 
offenbar auch Kreise construiren, die mit beiden Curventheilen eine 
gleiche Berührung eingingen, deren Radien also, falls die Krüm- 
mungen verschieden sind, ungleich sein müssten; eine Vergleichnng 
dieser Halbmesser untereinander müsst» dann den Unterschied der 
Krümmungen zu erkennen geben. Es liegen also zwei verscfaie- 
*dene Methoden vor: 



a) Gleiche Rndien, verschiedene BerUbrungsgrade; 
ß) Verschiedene Radien, gleiche Beruh ningsgrit de. 

Mag man nun den einen oder anderen Weg der Unterauchimg 
wSb!en, es wird zunächst nothwendig sein, eine klare Anschauung 
von dem zu gewinnen, was im Vorhergehenden BerQhrungsgrad 
genannt ist. 

Ebenso, wie vorhin bei den Krümmungen, wird man allerdings 
unter günstigen Umständen durch die blosse Betrachtung zu be- 
stimmen im Stande sein, ob zwei Curven eine grössere oder gerin- 
gere Berührung miteinander eingehen; eine scharfe Unterscheidung 
ist jedoch nur dann möglich, wenn die Vergleichung der Berührungen 
durch eine Vergleichnqg algebraischer Grössen ausgeführt werden 

Dieses lässt sich auf folgendem ^'S- ^^■ 

Wege erreichen. Betrachte man 
eine Reihe von Curven I, U, III, 
IV (Fig. 58), von denen offenbar 
die I und II in der Nähe des 
Punktes Q eine innigere Berührung 
eingehen als I und III oder als I 
und IV. Für ein System von Ordi- 
nalen : SB, SjE, «1 H und sR, welche 
zur nämlichen Abscisse AIi=x-['h 
gehören, muss unter diesen Um- 
ständen offenbar stattfinden: 

SIt — sB > SB—s^B > SB — s^B; 

und umgekehrt wird aus diesen Ungleichungen zu schliessen sein, 
dasa S] näher an S liegt, also s, oder s, d. h. daas I und II 
sich in der Nähe des Punktes Q inniger berühren als I und 
UI oder I und IV. 

Man siebt also, dass zwei Linien der Gleichungen; }/ =: F{x) 
und y=f{x) in der Nähe eines gemeinschaftlichen Punktes x^, 
y^ eine desto innigere Berührung eingehen, je kleiner die Diffe- 
renz der Ordinalen f («j -f- h) und /(a:, -j- A) ausfitllt und umge- 
kehrt. Weil nun aber: « 
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Fix^-{-h) = F{xi) + A F'ixi) + y F"(x^) 4- ^ J^-Cxi) 



/(«^i+»)=/(«^i)4-7/'(«^i)+y/"(«^i)+^/'"K) 



2.3.4 



sein muB8, weil also jener Unterschied desto kleiner wird, je mehr 
Glieder der beiden letzten Reihen einander gleich sind und weil 
endlich eine etwaige Verschiedenheit unter jenen Oliedem offenbar 
nur von den in ihnen enthaltenen Abgeleiteten herrühren l^oin, 
so 'folgt: 

Ist in einem Falle: 

und gleichzeitig : 

^"ixO>f{xO, F"{x,)>fXxO, ^n«i)^/n»i) «• 8- w., 

in einem zweiten dagegen: 

Fix,) =f{x,\ F'ix,) =f'{x\) 
und gleichzeitig: 

in einem dritten: 

und gleichzeitig: 
F'"{x,)>f''\x,) n. 8. w., 

so wird im letzten Falle die Berührung der beiden Curven der 
Gleichungen y = F(x) und y =f(x) in der N&he des Punktes 
x^y y, eine stärkere sein als im vorletzten, und in diesem wieder 
eine stärkere als im ersten. 

Beispiel. Für die parabolischen Linien der Gleichungen: 



153 

y = F{x) = ^x^-^x^+ix^-2x\+^x-^ 
y = f(x)= I a;* 4- i »* — Ix^ +24a?2 _ 27» + V 

erhält man: 

F' (aj) = ia;*— ia:3+a;2_4a.-[-y 

F*' (x) — 2x^ _^aj2^2a?— 4 

i?^(aj) = 12aj— 7 

/' («) = «* 4.^aj5 — 21flc2-|-48a: — 27 
/"(x) = 4ä» 4.|a2_42a; 4.48 
/'''(x) = 12a:2-|- 3a; — 42 
/iv(«)=24aj +3 
/▼(a)=24 

and hieraus: 

jP{2)=12, jP'(2)=5, ^"(2)=2, JP""(2)=12, i^iv(2)=17, F^(2)=12 

/{2)=12, /'(2)=5, /"(2)=2, /'"(2)=12, /iV(2)=51,/^(2)=24. 

In diesem^Falle ist Also: 

J^(2) = /(2); ^'(2) = /'(2), F"{i)=f"(%), F"'{2)=:f"'(2) 
i^(2)</^(2), f^(2)</^(2). 

Für die parabolischen Linien der Gleichungen: 

y = ^(x)=^= x^ — 3aj* — 5a?^ -[- V ^^ "I" l'^^'i" V 
y = ^},(a;) = 4Ä* — 9aj2-f- 6a:.-|-22 



ist: 



<p' («)= 5aj4 — 12a?3_i5a;2_j, 1135^17 

<p" (a?) = 20x3 — 36aj2 — 30a; +11 

(p'"(a;) = 60Äj2_72x —30 

<piv(a;)=120a? — 72 

<pV(aj)=120 

f^' (a?)=16a;3 — 18a; +.6 

^'' (x) = 48a;2 — 1 8 

t|,'"(a;) = 96a; 

^^{x) = 9ß 

il,V(a?) = ö 
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und 

(p(-l)=ll, (p'(_l) = 8, ^p"(_l)=-l5, (p-(— 1) = 102, 

cpiv(— 1)= — 192, <pV(— 1) = 120 

f(— 1) = 11, <^'(— 1) = 8, ,y'(_l) = 30, ^"'(_1) = _96, 

^^^(— 1) == 96, t}/V (— 1) = 

also: ; 

cp(-l) = ^(-l), ^'(_l) = ^'(-.l) 

?"(- 1) < ri— 1)> ?'"(— 1) > ri— 1)> t'^c— 1) < ^'^ (— 1)» 

9V(_i)>^V(_i). 

Hieraus geht hervor, dass die Gurren der Gleichungen 

y = F(x) und y=f{x) 

in der Nähe des Punktes: a; = -|-2, y — -}-12 eine innigere Be- 
rührung eingehen, als die der Gleichungen: 

y =: (f{x) und y =z f^{x) 

in der Nähe des Punktes: x-= — 1, y = -j-ll. 

Um nun das Resultat einer Rechnung, wie die so eben durch- 
geführte, möglichst kurz zusammenfassen zu können, hat man fol- 
gende Bezeichnung eingeführt: 

Ist: 

Fix,) = fix,) und F^ix,)=fix,) 

und gleichzeitig: 

so sagt man, die zugehörigen Curven berühren sich im ersten 
Grade; ist: 

FixO=fix,l F\x,)^f'ix,\ F-ix,)=f^i^,) 

und gleichzeitig: 

F'"{x^)'^f"{x^), i^iv(a!,)>/iv(a,,) u. s. w. 

dann berühren sich die Curven im zweiten Grade; ist: 

F{x^) = /(«i), F'(x) = /'(«J .... F«(xi) = /»(«i) 
und gleichzeitig: 

F^\x,)>^f'^\x,), F^\x,)>^f^\x,) 
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so sagt man, die Curven gehen in der Nähe des Punktes x^, y^ 
eine Berührung ntenGrades ein.. Demnach würden sich für vor- ^ 
hergehendes Beispiel die beiden ersteren Linien im 3ten Grade, 
die beiden letzteren im ersten Grade berühren. 

Bevor wir beginnen, mit Hülfe des so eben Gewonnenen unsere 
zuerst gestellte Aufgabe, die Krümmung der Curven betreffend, 
zu lösen, machen wir noch auf eine Wahrheit aufmerksam, die sich 
unmittelbar aus den vorhin angewendeten Reihen für F{x^ 4" ^) 
und /(scj -(- Ä) ergiebt. Es lassen sich nämlich für die Theile der 
beiden Curven, welche in der Nähe des Berührungspunktes liegen, 
zwei Fälle unterscheiden: entweder berühren sich die Curven ohne 
sich zu schneiden, oder sie berühren und schneiden sich. Denkt 
man sich, um zu erkennen, unter welchen Bedingungen der eine 
oder andere Eall eintritt, zu der Abscisse x^ — h die zugehörigen 
Ordinaten F{x^ — Ä) uad f{x^ — A) gezogen, so werden sich oflfen- 
bar die beiden Curven nur berühren, wenn gleichzeitig: 

Fixi + h) > /(xj + h) und F(xi — Ä) > f{Xi — A), 

I 

dsigegen berühren und schneiden, wenn: 

F(x,+[h)>f(x,-\^h) und F{x,-h)<f{x,-h) 

stattfindet; d. h. die Curven werden sich in der Nähe des Berüh- 
rungspu^tes nicht schneiden oder schneiden, je nachdem die Diffe- 
renzen : 

jP(aji + Ä) — /(a?i + Ä) und F{x^ — h) —f{x^ — h) 

gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben. 

m 

Für eine Berührung ersten Grades ist aber: 

A2 A3 

i^(«i+Ä)-/(»i+Ä)=Y[i^"(«i)-/"(«i)]+2;3[i^"'(a;,)-/"'{«i)H-.. 

A2 \3 

FiXi-h)-f(x,-h)=-[F"(xO-f"{Xi)]-^[F"'ix,)-f"'{xO]+.. 
flür eine Berührung zweiten Grades: 
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Fix, +A) _/(xi+A) = |i [F"'{xO -f'"ix,)]+^[F^(x,) 

-/""(aJi)] - - 
fllr eine Bertthrong dritten Grades: 

Fix^+h) -/(x,+Ä) = ^[F^(x,)-f"{x,)]+j^[F^ix,) 

F(x,-Ä) -/(x, -Ä) = 2^F^ (x,)-/^ (xi)]- 2~ [i^^ («i) 

— /'K)] + - 
für eine Bertihntng vierten Grades: 

Fix, +A) -fix, +h) = + ^^ [F^(«,) -r (xOl 



Fix, -h) -fix, —h) = — 2^AL_ [fw(a.j) — /▼(xj)] 

u, s. w. u. s. w. 

Die rechten Seiten lassen sich bedeutend abkürzen; überlegt man näm- 
lich, dass die Curven nur in der Nähe des gemeinschaftlichen Punktes 
untersucht werden sollen, dass also k als eine so kleine Grösse auf- 
gefasst werden muss, dass ihre nte Potenz gegen die (n — l)te ver- 
schwindend klein wird, dann erkennt man, dass statt der vorher- 
gehenden Gleichungen die folgenden verwendet werden können: 

Fix,+h) -fix,+h) = + y [F" ix,) -f" ix,)] 
Fix,-h) -fix,-h) = + y[F" ix,) -f" ix,)] 

Fix,-\-h)-fix,-\-h)=^-\-—[F"'ix,)-f"'ix,)] 
Fix,-h) -fix,-h) = - ^ [F"'ix,) -f"'ix,)] 
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i?'(a,^_|_Ä)-/(a'i+Ä) = H- 2^ [F"ix,)-f"{xO] 
Fix^-h)-fix^-h)=--\- ^ [F^(xi)-f"(x^)] 

F(x,r^h) -f{x,+h) - + ^^ [py («,) -fy ixO] 
F(xi-h)-fixi—h\=—^^ [py (xi) -fy («,)] u. 8. w. 

' Die fraglichen Differenzen- haben also ftir den Isten, 3ten, 
5ten . . . Berührungsgrad gleiche , fiir den 2ten, 4ten, 6ten . . . da- 
gegen ungleiche Vorzeichen. Hieraus folgt der Lehrsatz: 

Jenachdem der Berührungsgrad zweier Ourven 
vom ungraden oder graden Range ist, werden 
sich .dieselben in der Nähe des Berührungs- 
punktes nicht schneiden oder schneiden. 

Wir wenden uns jetzt wieder zu dem ursprünglich aufgestellten 
Probleme, ein Maass für die Krümmung irgend eines Theiles einer 
gegebenen Curve zu finden. Unsere frühere allgemeine Betrachtung 
dieser Aufgabe ergab bereits, dass dieselbe auf zwei verschiedenen 
Wegen zur Lösung gebracht werden kann. Wir schlagen zunächst 
den zweiten ein, .haben also diejenigen Kreise ihrer Grösse und 
Lage nach zu bestimmen, welche mit verschiedenen Curventheilen 
dieselbe Berührung eingehen. Von welchem Grade die letztere 
sein muss, wird sich im Verlauf unserer Untersuchung herausstellen. 

Die Gleichung irgend eines Kreises ist nach Cap. 3 : 

1) (a, _ a)2 + (y — ß)2 = p^. 

Soll derselbe mit einer Curve der Gleichung y =f{x) einen Punkt: 
Xyy y^ =:f(x^) gemeinsam haben, dann müssen die Constanten a,' 
ß und p so bestimmt werden, dass stattfindet: 

Aus dieser Gleichung folgen aber für die Unbekannten: a, ß u. p 
unzählig viele verschiedene Lösungen; d. h. es lassen sich unendlich 
verschiedene Kreise construiren,. welche gleichzeitig durch den ge- 
gebenen Punkt verlaufen ; darum wird sich mit Hülfe eines Kreises, 
der nur diese eine Bedingung erftillt, die obige Aufgabe nicht lösen 
lassen. Versuchen wir es darum mit einem solchen, der ausserdem 
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die CiUTe im ersten GFrade berillui. Ffir die Abgeleitete der Kreis- 
{^eichnng erhält man aas 1 : 

Ar die Abgeleitete der Cnrvengleichang : 

folglich werden die beiden Linien im Pankt: x^, y\=fi^%) ^^le 
BerOhrong ersten Grades eingehen, wenn die Gonstanten a, ß u. p 
den beiden Bedingungen genügen: 

5) (X, — a)» -f r/(x,) — p]' = p», 

6) - flx~)-^ =/'(«i) oder:(x,-a)+[/(x,)-p]./'(a;i) = 0. 

Diese beiden Gleichungen liefern aber bekanntlich fiir die drei 
Unbekannten a, ß und p wieder eine unendliche Anzahl von Lö- 
sungen; d. h. es giebt unzählig viele Terschiedene Kreise, welche mit 
einer Curve eine Berührung ersten Grades eingehen. Kreislinien 
dieser Eigenschaft sind demnach ftir unseren augenblicklichen Zweck 
nicht geeignet, weil sie zu den grössten Unbestimmtheiten Veran- 
lassung geben müssten. TVir legen darum die beiden Linien noch 
näher aneinander, indem wir eine Berührung zweiten Grades ein- 
treten lassen. 

Aus 3 folgt: 

..,., (.-?)-(^-.)g .+(D' 

' <to» (y-ß)» y— ß ' 

aus 4: 

8)S=/"(a^). 

SO dass sich zur Bestimmung der drei Unbekannten die drei Glei- 
chungen ergeben: 

9) (X, -«)« + {/(«,) -ßP=p2, 

10) (X, _ a) + [/(a,,) _ ß]/'(xi)= 0, 

11) 1 + [/(xi) - ß]/"(«i) + tf (a',)]^= 0. 



I 
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Aus diesen erhält man fUr jede der drei Grössen a, ß und p 
nur einen einzigen Werth; es existirt ~ also nur ein einziger £j*eis, 
welcher mit irgend einer Curve in irgend einem Punkte eine Be- 
rührung zweiten Grades eingeht, dessen Radius also benutzt werden 
kann, um die Ejümmungen verschiedener Curventheile mit einander 
zu vergleichen. Daher kommt es, dass man diesen Radius Krüm- 
mungshalbmesser, den Kreis selbst Berühr ungs- oder auch 
Osculationskreis genannt hat. Für die Länge des ersteren 
und für die Mittelpunktscoordinaten des letzteren folgt aus 9, 10 
und 11, wenn der Einfachheit halber, f{x^\ /'(^i) ^^^ /"(^i) ™i* 



Vi 



dx^ dx^ 



vertauscht werden: 



12) a = a?i — 



+ (^V 



dx ) dyi 



dx^ 



cfecj' 



13) ß = yi + 



dx^ 



dx^ 

In Bezug auf die beiden Vorzeichen, die dem für p erhaltenen 
Ausdruck zuzuertheilen sind, ist zu bemerken, dass, weil es sich 
nur um die Berechnung der Länge eines Krümmungshalbmessers 
handeln kann, für jeden speciellen Fall einer Curve dasjenige der 
beiden Zeichen zu nehmen ist, dass das schliessliche Resultat positiv 
werde. — Die Berechnung der jedesmaligen Werthe der beiden 
Mittelpunkts - Coordinaten lässt sich in vielen Fällen vermeiden; 
denn denkt man sich den Krümmigigshalbmesser Über seine beiden 
Endpunkte hinaus verlängert, so entsteht eine Grade, welche durch 
die beiden Punkte: 

• \dx^/ dy^ 
dx^ ' 



x 



a 



X, 



d^y\ 



^ 



y = ß = yi + 



dx^ 

--■*■ - - • 

dx^ 



X — p a?j 



y = y\ 
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•+(Sr)' 

,i.. M 


-{':-',]. 


TerlXnft, deren Gleichung also Hin moH: 
»1— Si- 



»1— »^1+ 



1+f^y 



Das Ut aber die Gleichang einer Normalen im Punkte x^, y„ 
in deren RichtuDg der KrümmangahalbmesBer also stets fallen muBs. 
Ist man demnach im Stande die erste zu construiren, dann bedarf 
es nur noch der Kenntniss der Länge des KrUmmimgshalbmessers, 
um den BerQhrungskreU festlegen xa können. 

Der Osculationakreis , welcher bisjetzt ab ein Kreis definirt 
wurde, der mit einer Curve in irgend einem Punkte eine BerGhrung 
zweiten Grades eingeht, ist noch einer andern Auffassung fähig, za 
der wir auf folgendem Wege gelangen: 

Zieht man n&mlich an 
eine Curve LM (Fig. 59) ^^- ^^■ 

im Punkte P eine geome- 
trische Tangente 2T und 
im Punkte Q eine Grade 
Q,R senkrecht aur Tan- 
gente, so ist leicht zu er- 
kennen, dasa der Werth 

des Verhältnisses -rrp ^^ 

derjenigen Krümmung, welche der Curventhwl PQ erleidet, zu- 
und abnimmt Man wird daher jenen Quotienten als das 
Maass der Krümmung eines Bogen» betrachten kSnnen, . um 
durch Vergleichung derjenigen Werthe, welche ersterea PUr ver- 
schiedene Curventheile hat, das gewünschte VerhSltniss zwischen 
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den Krümmungen selbst zu erhalten. Hierzu wird es aber noth- 
wendig, f)ir das, zu untersuchende Gurvenstück eine bestimmte Länge 
festzusetzen und nehmen wir daher, weil unter dieser Voraussetzung 
die anal3rtUchen Rechnungen sich am einfachsten gestalten, PQ = ds 
an. Denkt man sich jetzt einen Kreis construirt, welcher mit der 
gegebenen Curve nur das Stück PQ = ds gemeinsam hat, — dass 
diese Construction in der That ausgeführt werdea kann, wird die fol- 
gende Betrachtung lehren — , so muss, setzt man SQ \\ TT voraus und 
bezeichnet den Halbmesser NP = NQ mit R, stattfinden : 

ds OS da da 

_ ^V-V—2m+2JÄMi--^")l ^da 

da 2R' 

Sollte nun die Krümmung des Curventheiles PQ = ds mit 
der Krümmung des Curventheiles P^Q^=^ ds verglichen werden, so 
würde man zunächst dieses zweite Element in der nämlichen Weise 
behandeln müssen, wie vorhin das erste. Erhält man jetzt fiir das 

fragliche Verhältniss den Werth ^73-, so dass R^ der Radius eines 

Kreises sein muss, welcher mit der Curve das Stück P^Q^ gemeinsam 
hat, so würde für die Krümmungen selbst stattfinden: 



Krümmung der PQ 



da 




2E 
da 


R, 
R 


2/1I, 





Krümmung der P^Qi 



d. h. dieselben verhalten sich umgekehrt wie die zugehörigen Radien. 
— Jetzt kommt es offenbar noch darauf an, zu untersuchen, ob Kreis- 
linien, welche mit einer Curve ein Bogenstück = ds gemeinsam haben, 
herstellbar sind, d. h. ob die Coordinaten ihrer Mittelpunkte und 
die Länge ihrer Halbmesser durch einen algebraischen Ausdruck be- 
stimmt werden können oder nicht. Um hierüber zu einem Resultate 
zu kommen, denke man sich wiederum (Fig. 60) PQ = dSf so dass, 
wenn die Coordinaten des Punktes P mit x und y bezeichnet 
werden, die des Punktes Q: x^dxy y -]- dy sein müssen. Sind 

Qr^lle, AnaL Oeom. d. B. 11 



I(t2 



nan TT und T^T^ T»n- 
genten an die Cnrre in den 
beiden Punkten P und Q, 
ist MP=MQ=f der noch 
unbekannte Halbmesser des 
Kreises, welcher mit der 
Curve das Element da ge- 
meinsam hat, so muss, well 

MP±TT, i/Qj_r,r, 

liegt, Z. PMQ = L TLT^ 
sein. Es ist aber RS^ix 
and QS ~PR=dy vor- 
ausgesetzt j wenn also ^ PTX mit i 



bezeiclinet wird. 



ga=^ ist, dann muss ^ Q7',i;=a + (Ia, folglich: Z. ZZr, 
=Z.PJf(2=da8eiii. Aus tga=:-i^ergiebt sich aber: a=arctgf-^j, 






demnach folgt ftir p aus der Relation: 



ds = pda: 



' + ©■ 



e-j 



+m 






und wenD man ferner die Coordinftten des Hittelpnnktes M 
a und ß bezeichnet, dann ündet sich: 



L-2=«nilfPi?= 
P 



Bin (90 — o):=cosa = 



:>^(D' 



= COS MPF=: COS (90 — a) = sin a ^ - 



V^^^' 
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oder: 

_ ^KdxJ _ ^KdxJ dy 

dx^ dx^ 

Die Constanlen der, Gleichung eines Kreises, welcher mit einer 
Curve das Bogenelement da gemeinsam hat, sind demnach : 

^^KdxJ dy „ , ^^\dxJ 



d^y dx' ^ "^ d^y_ ' 
dx^ dx'^ 

P-± -d^ • 

Eine Vergleichung dieser Werthe mit 12, 13 u. 14 zeigt, dass der 
zuletzt besprochene Exeis mit unserem Osculationskreis identisch sein 
muss ; dass also einmal der erstere in jedem speciellen Fall einer gege- 
benen Curve construirt werden kann, dass einandermal der letztere 
auch als ein solcher £j*eis definirt werden darf, welcher mit der zu 
untersuchenden Curve ein Bogenelement gemeinsam hat.^ 

Beispiel: Für eine Parabel der Gleichung y^ = 2px ist: 



dy p d^y p^ 



also: 



P = 



dx ' 


~y' 


dx^ 




y" 









iy' 


+ P^)i 




p2 






p' 




y» 









Will man nun die Erfimmung derjenigen Curventheile, welche in 
der Nähe der Punkte: 

(x=^p (x=ip jx=l2p 

liegen, mit einander vergleichen, dann findet man zunächst für die 
zugehörigen Krümmungshalbmesser p|, p2 und f^: 
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pj = 8p, pj==27p, p, = 125|>, 
Hieraus folgt: 

Krümmung der Parabel im Punkte: x= fp 27p ^^ __ 03 

Krümmung der Parabel im Punkte: a?= 4p 8p ^ 8 ^* 

fijrümmung der Parabel im Punkte: x= |p 125p 125 . 

Krümmung der Parabel im Punkte: a;=12p Sp 8 ** 

d. h. die Parabel ist im Punkte: x = \p Bf mal stärker gekrümmt 
als im Punkte: x=4p und 15|^ mal stärker als im» Punkte: x= 12p. 

Im Eingange unserer augenblicklichen Untersuchung kamen wir 
zu dem vorläufigen Resultate, dass eine Vergleichung der Elrüm- 
mungen mehrerer Curventheile auf zwei verschiedenen Wegen be- 
werkstelligt werden k5nne. Das eine Verfahren sollte in Anlegung 
gleicher, das andere in Anlegung verschiedener Kreise bestehen. 
Wir führten zufiächst das letztere durch und sind darum in den 
Stand gesetzt, die Frage nach der Anwendbarkeit des ersteren in 
folgender Weise zu beantworten. 

Wir fanden vorhin, dass die Anzahl derjenigen Kreise, welche mit 
einer Curve nur einen Punkt gemeinschaftlich haben oder dieselbe 
im ersten Grade berühren, unendlich gross ist; dass dagegen nur 
ein einziger Kreis existirt, welcher mit der Gurve eine Berührung 
zweiten Grades eingeht Würde man die Rechnung, welche diese 
Resultate lieferte, weiter fortsetzten, würde man also die dritte 
Abgeleitete der Kreisgleichung der dritten Abgeleiteten der Gurven- 
function gleichsetzen, d. h. zu einer Berührung dritten Grades Über- 
gehen, so käme man zu vier Gleichungen zwischen den drei Unbe- 
kannten a, ß und p, also zu einer mehr als bestimmten, d. i. in 
diesem Falle zu einer unl/isbaren Aufgabe. Es ist demnach kein 
Kreis denkbar, der eine Curve im dritten und ebenso auch im vierten, 
ftinften u. s. w. Grade berührt; es existirt demnach kein Kreis, wel- 
cher mit einer Curve eine innigere Berührung eingeht als unser Os- 
culationskreis vom zweiten Grade« 

Wenn jetzt die Krümmungen irgend zweier Curventheile dadurch 
mit einander verglichen werden sollen, dass man an dieselben Kreise 
desselben Radius legt und berechnet, von welchem Grade die Beruh- 
rung der Linien im ersten und zweiten Fall ist, so wird es offenbar, 
um diese Rechnung durchftihren zu' können, zunächst ndthig sein, 
dass man sich über die Länge und Lage der Halbmesser einige. 
Es lasseh sich in Bezug auf die Länge nur zwei Fälle untersolieideii. 
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Der Radius kann so gross genommen werden, dass der zugehörige 
Kreis den einen der Curventheile im ersten oder im zweiten Grade be- 
rührt; ein Drittes giebt es darum nicht, weil, wie vorhin bereits 
dargethan wurde, ftir einen Eüreis und irgend eine Curve die Be- 
rührung vom zweiten Grade die innigste sein muss. Und was die 
Lage des Halbmessers anbetriflft, so erkennt man leicht, dass derselbe 
stets in die Richtung der Normalen zur Curve fallen muss ; denn ]^e- 
rühren sich zwei Gnrven in irgend einem Grade, so haben sie im Be- 
rührungspunkte eine gemeinsame Tangente, also auch eine gemeinsame 
Normale, wekhe für den Fall eines Kreises stets durch den Mittel- 
punkt verlaufen muss« 

Angenommen nun, man nehme, um die gestellte Aufgabe zu 
lösen, denjenigen Kreis, welcher den eiüen Curventheil im zweiten 
Grade bejrührt; derselbe wird mit dem anderen Curvenstück eine 
Berührung ersten oder zweiten Grades eingehen können, und zwar 
muss der zweite Fall eintreten, wenn beide Curventheile eine gleiche 
Krümmung erleiden, und der erste dann, wenn die Krümmungen ver- 
schieden sind. Man kommt also auf diesem Wege nur darüber zu 
einem Resultate, ob gleiche oder ungleiche Krümmungen existiren. 
Eine noch grössere Unbestimmtheit entsteht, wenn man irgend einen 
derjenigen Kreise nimmt, welche das erste Bogenstück im ersten 
Grade berühren. Geht dieser mit dem zweiten Bogenelement eben- 
falls eine Berührung ersten Grades ein, so lässt sich daraus fär die 
Krümmung weder Gleichheit noch Ungleichheit erkennen; und ist 
die Berührung vom zweiten Grade, so ist man darum doch noch 
keineswegs zu dem Schlüsse berechtigt, das zweite Bogenstück sei 
atärker gekrümmt als das erste. 

Die Richtigkeit der letzten Behauptungen erkennt man am 
besten, wenn ein bestimmter Fall in^s Auge gefasst wird. 

An eine Parabel der Gleichung: y2= 2px werde im Punkte: 
X = ^pj y = pl/3 ein Kreis gelegt, dessen Halbmesser = Sp in 
die Richtung der Normalen fallt. Für die Gleichung letzterer Curve 
findet man sehr leicht: 

und hieraus: 
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dy 
dx 


2x — ilp 

2y-{-6pV3' 


d^y 


2 


dx» 


2y + 6j>l/3 


d'y 


12 (2x — 11p) 



2 (2g — U p)» 
(2y-|-6pl/3)?' 

12 (2« — 11p)» 



dx^ (2y^6p|/3)» (2y-|- Gpl/S)» 

und aus der Parabelgleichung: y* = 2p» oder yz=:f{x) = \/2px: 

Für den gegebenen Berührungspunkt ist also: 
^^'"^=ip V^' ^^\=ip 3pK3' ^'^x=ip lV/3 



«=|p 1/3 «=1^ 3pl/3' *=|j> 3p21/3' 

r 

Der Elreis muss demnach die Parabel im zweiten Grade berühren. 

Nimmt man jetzt einen kleineren Radius = 2p, einen grösseren 
= 20p, so erhält man als Gleichung der ersten Kreislinie: 

(aj — fp)2 4- 2/2 = 4p2 
und hieraus: 

/dy\ ^J_ (d^\ ^ £_ 

als Gleichung des zweiten Kreises: 

(» — ^p)2 4- (y -}- 9p]/3)* = 400p? 
und hieraus: 

\dx/»=fp |/3' \<fyc^Jx=^^p 15p]/3' 
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Diese ftir die verschiedenen Abgeleiteten der Parabel- und 
Kreisgleichung erhaltenen Werthe bestätigen zunächst die vorhin all- 
gemein bewiesene Thatsache, dass kein Kreis mit einer gegebenen 
Curve eine innigere Berührung eingehen kann, als der Osculations- 
kreis vom zweiten Grade. 

Legt man jetzt, um die Krümmung der Parabeltheile in der 
Nähe der Punkte: x = ^p, y =|> j/3 und x = 8p, y = 4p mit 
einander zu vergleichen, im letzteren ebenfalls einen berührenden 
Kreis vom Halbmesser = 8p an. 

Die Gleichung desselben ist: 

woraus: 

\dxJx^9p ^' \efaj2/x = 8p 512p 

folgt, während fUr die Differentialquotienten der Parabelgleichung 
gefunden wird: 

; /'('«)x = 8p = i. I/"(a')L=8p = -T^F- 

Es ergiebt sich also, dass dieser Kreis mit der Curve im frag- 
lichen Punkte nur eine Berührung ersten Grades eingeht. Und 
würde >man denselben in einem Punkte , dessen Abscisse < -^p ist, 
an die Paraoel gelegt haben, so könnte offenbar die Rechnung 
ebenfalls nur den ersten Berührungsgrad nachweisen. Nun ist aber 
die Parabel der Gleichung ^^ = 2px in der Nähe des Punktes 
aj = 8p weniger, in der Nähe des Punktes as < f p mehr ge- 
krümmt, also in der Nähe des Punktes a? == fp, wie solches aus 
dem allgemeinen Ausdruck für die Länge des Ejrümmungshalbmessers 

{t/2 _L. 592)1^ 
p = _^ — '^^ — der mit y ab- und zunimmt — hervorgeht. 

Man erkennt also, der Unterschied in den Berührungsgraden weist 
nur einen Unterschied in den Krümmungen nach, ohne anzugeben, 
welches Bogenelement das mehr oder weniger gekrümmte ist. 

Nimmt man nun einen der fiLreise, welche mit der Parabel im 
Punkte x = ^p eine Berühi:ung ersten. Grades eingehen, deren 

Radien also ^ 8p sein müssen , so wird sich sowohl im einen wie 
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im anderen Falle nur ein efamger Punkt der Panbei finden lassen, 
in welchem die Corve von der Kreislinie im zweiten Grade berohit 

wird. Je nachdem der Halbmesser ^ 8p ist, muss die Abscisse 

dieses Ponktes ^ \p sein , mnss also die «Krftmmnng der Corve 

in seiner Nähe kleiner oder groeser sein, als in der NShe des 
Punktes x=^. Berfihrt demnach der nXmliche Kreis das eine Bogen- 
element im ersten, das andere im zweiten Grade, so lUsst sich hier- 
ans allein nicht eikennen, welches von beiden Corvenstticken eine 
stärkere Krfimmnng erleide. Und w^ endlich mit Ausnahme eines 
einzigen Punktes in allen anderen zwischen Kreis und Parabel eine 
Berührung ersten Grades stattfinden muss, obgleich die Krümmungen 
der Cnrve in der Nähe dieser Punkte Cftets ungleich sind, so folgt, 
dass unter diesen Umständen aus der Gleichheit der Beröhmngsgrade 
weder gleiche noch ungleiche Krümmungen der berührten 'Goiren- 
theile geschlossen werden können. 

Wir kommen also zu dem Resultate, dass durch Vergleichung 
der Berührungsgrade — werden letztere im obigen Sinne aufge&sst — 
sich höchstens erkennen lässt, ob die Krümmungen irgend welcher 
Curven in der Nähe gegebener Punkte gleich oder verschieden sind ; 
darum werden wir von diesem Verfahren niemals Gebrauch machen, 
sondern die Vergleichung der Krümmungen stets durch Berechnung 
der Krümmungshalbmesser zu bewerkstelligen suchen. 

Ist die gegebene Curve auf ein polares System bezogen, so erhält 
man, werden die Coordinaten des Berührungspunktes mit r^ und tf^ 
bezeichnet, Rir den Halbmesser p und f&r die Mittelpunktscoordi- 
naten II und <t> des Osculationskreises aus 12, 13 und 14, wenn 
fiCj = rj cosf ^y y = rj sincp^, a = ÄcosO und ß = i?sinO ge- 
setzt wird: 



.. ,.,Jr^n 
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V. Die aaagez*eichneten Punkte der Curven. Mit 
diesem Namen bezeichnet man diejenigen Punkte einer krummen 
Linie, für deren Coordinaten der erste Differentialquotient der zu- 
gehörigen Function in ^ und der zweiten in oder oo übergeht, 
weil sich, wie wir in dem Folgenden beweisen werden, diese Punkte 
unter allen Anderen der nämlichen Curve durch besondere geome- 
trische Eigenthtimlichkeiten auszeichnen. 

1) Greht der aus der gegebenen Function: jF(a;, y) = be- 
rechnete Werth: 

dF*) 

dy dx 

dx~ dF' 
dy 

ftir x = a?j, y=:y^ in f über, so hat man, nach bekannten Prin- 
cipien der Differentialrechnung, |i aus der Gleichung: 

d^F_ , d^F dy^ 

dy^ dx^ * dx^dy^ dx^ 

&c7 rf^J^ . d^F dy^ 

dy^dx^ *" dy^ dx^ 



d. i. aus: 



d^F d^F 



i 



dyiy , - dx^dy^ dy, _ dx^ 

dxj "•" d^F dx^~ d^F 



zu entnehmfln. Man erhSlt: 


dyt' 


d^F , ^// d'iF y 

rfy, • dxydy^ ' \dx^dy^/ 


d^F d^F 
dx^ dy^ 


dxi d^F 

dyf 


'^ 



*) Der Einfacbheit halber ist überall statt F(x^ y) oder statt F{xi^ y{) 
knrsweg F gesetat. 



wenn | ^ — = — J <r -= — 5- -= — 5- ist, weil in diesem Fall keine Tan- 
\dx^dy^/ ^ J- *» J- '^ » 
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also im Allgemeinen zwei Werthe, welche reell und ungleich, reell 
und gleich, imaginair und ungleich sein können. 

Folglich mtissen sich unter diesen Umständen im Punkte x = 

X|, y=iy^ zwei Curvenzweige schneiden, wenn f-= — ^ — 1 > 

W2F d^F , , / d^F \2 d^F d^F 

-^ dyT'^ berühren, wenn (^^j = —-^stattfindet; 

oder die Curve muss in den Punkt a?=iCj, y=:zy^ degeneriren, 

d^F d^F . 

«tej^ dy^^ 

gente , also auch kein Curvenzweig existiren kann , während doch 
die reellen Constanten x^ und y^ der gegebenen Gleichung genügen. 

Erscheint der vorhin für -^^ erhaltene Werth zunächst wieder 
unter der unbestimmten Form ^, so hat man abermals zu di£Peren- 
tiiren und die gewonnene Gleichung nach -^-^ aufzulösen ; aus den 

CvX 4 

Wurzeln lässt sich dann ebenso wie vorhin erkennen, ob der Punkt 
a?|, y^ ein Durchschnitts-, ein BerÜhrungs- oder ein sogenannter 
isolirter oder conjugirter Punkt sein muss. 

Ueberhaupt kommt man zu folgendem Resultate. Wenn -p 

fllraj = X|, y = y| in-J^ übergeht, dann müssen x^ und y^ die Coor- 
dinaten eines sogenannten vielfachen Punktes sein, in welchem sich 
mehrere Curvenzweige schneiden und berühren, jenachdem die vor- 
hin mitgetheilte Rechnung mehrere ungleiche oder gleiche reelle 

Werthc fUr •^~- liefert ; ergiebt sich für diesen Differentialquotienten 

nur etwas Imaginaires, dann ist jener Punkt als ein isolirter zu er- 
klären. ' Schliesslich bemerken wir noch, dass, wenn a?|, y^ ein 
vielfacher Punkt ist, in dem sich mehrere Zweige berühren, und 
wenn gleichzeitig die Function der Curve entweder für a; = a?^ -[- 8 
oder für a5<= a?j — 6 (wo 5 eine unendlich kleine Grösse bedeutet) 
imaginair wird, derselbe ein Rückkehrpunkt genannt wird, weil 
die Linie in ihm eine Spitze bilden muss. Man unterscheidet auch 
wohl Rückkehrpunkte der. ersten und zweiten Art, jenachdem die 
Zweige der Curve auf verschiedenen Seiten oder auf derselben 
Seite der im Punkte o?^, ^i gemeinschaftlichen Tangente liegen. 



2) Um die Conaequenzen der Annahme: . ^^ ^= 0, co zu er- 

ketmen, atellen wir folgende Betrachtungen an. Wenn an eine 
Curve der Gleichung y^f(x) im Punkte a;,, y, eine geometrische 
Tangente gelegt ist, dann wird die erstere in der Nähe des Berüh- 
rungspunktes der XAchse des zugehörigen Coordinatensyslems ihre 
convexe oder concave Seite zukehren müssen, jenochdem die links 
und rechtsvonji liegenden Tangen ten-Ord in a- ^ig- 61. 

ten kleiner odttr grösser sind als die correspon- 
direnden Curven- Ordinalen {Fig, 61), Die 
Längen irgend zweier Ordinalen der ersteren 
Art sind aber, wenn die beiden zugehörigen 
Äbscissen bez. mitaii — ft und aij-(-A bezeichnet 

werden, durch: -^ Ix, + Ä) + Wi — -, ^i [der allgemeinen Tan- 

tengleichuDg : y — yy = ~^ (a; — a;,) zufolge] dargestellt, und 

die Längen der entsprechenden Curven-Ordinateii durch: /(a;, +A). 
Je nachdem also:. 

/(.,±*)>J^(.,±*) + y.-gfa^, ,. 

stattfindet, ist die Curve innerhalb der Grenzen a;, — A u, Xj -|- A 
gegen die Abscissenachse des Systems convex oder concav. Vor- 
ausgesetzt nun, dasB die Linie Ton a?, — h und x^-\-h keine 
Unterbrechung erleidet, ISsst sich die linke Seite letzter Ungleichung 
durch eine unendliche Reihe ersetzen, wodurch dieselbe in: 

fix,) + V(»,) + y/"(»'.) + o-'""*'"'* + ■• ■ < ä-i ± * st 

oder «bgektirzt in : 

A' d'.Vi , _A» d^y^ . > 

2 dx? - 2.3 dx^ -r ■■■ ^ " 

übergeht. Denkt man sich jetzt die willkürliche Constante h un- 
endlich klein — was so lange erlaubt sein wird, als man die Curve 
nur in unmittelbarer Nähe des Berührungspunktes untersuchen will — 
so reducirt sich letzteres Criterium auf: 

dx} < • 
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welches Resultat in Worten ausgedrückt lautet: 

Jenachdem* der zweite Differentialquotient der Function einer 
Curve für a; = a;|, y = y| positiv oder negativ ist, kehrt die 
letztere in der Nähe des Punktes: a?^, y^ der Abscissenacjise ihre 
convexe oder concave Seite zu« 

Es wird kaum hinzuzufligen nöthig sein, dass in unserer letzten 
Betrachtung der Werth der Function im betreffenden Punkte als 
positiv vorausgesetzt wurde; sollte jedoch y^ =f(x^)<^ sein, 

dann müsste offenbar aus , ^^ <^ convexe, aus , , > concave 

Lage geschlossen werden. 

Wenn nun die zweite Abgeleitete £är eine Keihe von Special- 
werthen der unabhängigen Variabelen x theils positiv, theils negativ 
ist, dann muss erstere bekanntlich fUr einen jener Werthe entweder 
verschwinden oder unendlich gross werden. Dieser Specialwerth ist 
offenbar die Abscisse des Punktes, in welchem die Curve aufhört, 
der XAchse ihre convexe Seite zuzukehren und beginnt concav zu 
werden oder umgekehrt; aus der Existenz einer der beiden Glei- 
chungen: 

^ = 0. ^ = 00 
dx^ dx^ 

geht demnach hervor, dass sich die. Curve durch einen sogenannten 
Wende-, Beugungs- oder Inflexionspunkt auszeichnet, 
dessen Coordinaten die Grössen x^ und y^ sind. 



Cap. 2. 

Die Lemnisbate, die semicnbische Parabel, die 

Cissoide, die Cnrve der Gleichnng: if = e—^^, 

die iogaritliiiiische Linie, die Kettenlinie. 

1. Die Leiniii«kate. 

Bewegt ach ein Punkt in der Art, dass das Product seiner 
jedesmaligen Entfernungen von zwei festen Punkten gleich dem 
Quadrat ihrer halben Distanz ist," so erzeugt derselbe eine Curve, 
welche mnn Lemniskate*) oder Schleifenlinie nennt. 

Wird die Entfernung Piff. 62. 

der beiden festen Punkte 
F, und F (Fig. 62) von 
einander mit Zd bezeichnet, 
ao diiss J'\P. yP= d^ 
sein muss; wird die Curvi 
auf ein rechtiviiikligea Coor- 
dinaten System bezogen, des 
sen XAchse durch l\ und 
F Terläuft, während die 
yAehse durch den Halbi- 
rungspunkt A der F^ Fgeht, 
Go erhält man als Gleichung 
der Lemniskate: 



*) Tob Jooob Bernoolli marat lieschrieben. 
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und wenn der Einfachheit halber 2d^ mit a^ vertauscht wird: 

1) (a;2 -f- y2)2 _ ^2 (^.2 _ ^2) = 0. 

Hieraus folgt, dass die Polargleichung der Curve, wenn AX 
als Achse und Ä als Pol des Systems genommen wird: 

2) r^ = a^ cos 2 y oder r=a "|/cos 2 (p 

sein muss. 

Setzt man in 1 statt y: 0, so ergiebt sich eine biquadratische 
Gleichung, welche nach x aufgelöst, die vier Wurzeln: 0, 0, -(-a, 
— a hat; dagegen für a? = erhält man: y = 0, 0, -|- aiy — ai. 
Darum muss die Lemniskate zwei Mal durch den Anfangspunkt des 
Coordinatensystems gehen und ausserdem die X Achse in den Punkten 
B und Q schneiden, vorausgesetzt, dass AQ=^AR^=a ist; und 
weil die Gleichung 1 die Yariabeln x und y nur in graden Po- 
tenzen enthält, so folgt, dass die Cnrve in Bezug auf beide Coordi- 
natenachsen symmetrisch liegen muss, dass sie also von letzteren in 
vier congruente Theile zerlegt wird* Femer kann sich der Glei- 
chung 2 zufolge der Winkel cp nur innerhalb der Grenzen und 
45^ bewegen, weil für ^^ 45®: 2cp>90®, cos 2<p < 0, also r ima- 
ginair werden würde; und da dem kleinsten Winkel der grösste, 
und umgekehrt dem grössten Winkel der kleinste Cosinus zukonmit, 
so erhält r seinen grössten Werth ftir (p = , seinen kleinsten für 
(p = 45®. Ersterer ist a, letzterer ist 0; darum muss der Radius 
vector des Punktes Q oder R grösser sein als der irgend eines 
anderen Curvenpunktes. 

Die Polargleichung lässt sich auch auf die Form: 

3) a:r = r:a cos 2^ 

bringen, aus welcher sich die folgende Lemniskaten-Construction 
ohne Weiteres erkennen lässt. Schlägt man mit AQ einmal als 
Halbmesser, einandermal als Durchmesser die beiden Kreise QUßV 
und QNA, theilt darauf den Quadranten QU in irgend eine grade 
Anzahl gleicher Theile, z. B. in 16, und zieht nun^ wenn LQ = 
2LK= 2KQ stattfindet, die Grade LMN ±^AQ, so wird AN der 
zum Winkel KAQ, zugehörige Fahrstrahl sein müssen, so dass N<^ 
ein Punkt der zu construirenden Curve ist, wenn ^^2 = ^^ 
gemacht wurde. Denn, bekannten geometrischen Sätzen zufolge, 
muss stattfinden: 
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m ■■■■!■■■ 

AM . AN = AS . AQ. 

und wegen: 

i4ilf=acos(2.Jri4Q), AN = AN^, AQ=za, 

a cos(2. KAQ) : AN^ = AN^ : a 
oder: 

r^ = a^ cos 2<p. 

Durch Differentiation in Bezug auf x erhält man aus der orthogo- 
nalen Gleichung der Lemniskate: 

dy a^x — 2«^ — 2xy^ 
dx 2x^y -}- 2y^ 4" ^^y 

Dieser Werth geht nur, wie man sofort erkennt, für a? = y = in 

^ über; darum muss der Anfangspunkt des Coordinatensystems für 

die Curve ein vielfacher Punkt sein. Um zu erkennen, wie viele 

Zweige der Linie sich in ihr schneiden oder berühren^ difierentiiren 

wir Zähler und Nenner des letzten Bruches und lösen die so er- 

dv '. . 

haltene Gleichung nach -^ auf; es ergiebt sich: 

ax 

oder abgekürzt: 

dy\ J ~ ^d^ 



(: 



( 






und hieraus: 



r/dy\2 4xy dy d^ 1 



*) Die Glieder ncy -r-f «*-t- ^« y^ :r^ darf man nicht wegen x=y=0 

ax ax dx 

annnlliren, weil doch auch der Fall eintreten kann, dass -^ unendlich gross 

ClX 

wird, 0.00 aber nur unter gewissen Umständen verschwindet. 



176 



abo- (^) =\ 2*y 



2«*+8y*-H»* 



1/ 4a!»y» , o» 1 



und endlich: 



(1) =±» 



Aus diesen beiden ftir -p- gefundenen Werthen folgt einmal, 

das8 sich im Anfangspunkt des Systems zwei Zw^e der Lemnis- 
kate schneiden müssen und einandermal, dass die geometrischen 
Tangenten, im Durchschnittspunkt der Zweige an dieselben gelegt, 
mit der Abscissenachse Winkel von 45® und 135® einschliessen, 
die Berührungsgraden selbst also winkelrecfat zu einander stehen 
müssen. Will man die Lage der letzteren für irgend einen Curven- 
punkt ausfindig machen, so geht man am besten von der Polar- 
gleichung aus; denn wenn der Winkel des Normalen und des zu- 
gehörigen Fahrstrahles mit a bezeichnet wird, dann erhält man 

sofort : 

Pol. Subn. l dr 

= - -— = tga 

r r dtf 

und weil der Gleichung r^ =.a^ cos 2(p zufolge -j— = 

u(D r 

sein muss: 

• a^ sin 2 ep 
tga = -__i — _ tg2(p, 

also: 

a = 360® — 2<p. 

Wenn demnach Z. AN^S = 2 Z. N^AQ ist, dann muss N^S die 
Normale zur Lemniskate im Punkte N^ sein. Eine Senkrechte 
zur N^S im Punkte N^ ist dann die verlangte Tangente« 
Für den Krümmungshalbmesser erh&lt man aus: 

dr ^ ^ d^r l-j-eoft2 2^ 

^=-rtg2,p, _=_r-:n__^ 
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Dieser leicht zu construirende Werth nimmt ab oder su, jenachdem 
T grSaser oder kleiner wird; in unmittelbarer Nähe des Punktes A 
iat r unendlich klein, also p unendlich gross, darum muss die Curre 
an dieser Stelle in eine Grade degeneriren. 

Und endlich findet man mit Hülfe der Formel 6 in II (pag. 148): 



■^0 



Inhalt der Lemniakate = 2 | a^ coa 2(p di^ ^ a^. 

3. Sie semionbische Parabel.") 

Mit diesem Namen bezeichnet man die Curve der Gleichung: 
P^i ^x', in welcher j> eine positive oder negative Constante zu 
bedeuten hat. Je nachdem p ^ ist, wird die Neil'ache Parabel, so 

folgt aus t/: = + \ 'T — > '1 Bezug auf die positive oder negative X- 

Achse symmetrisch ins Unendliche verlaufen, In jedem Falle aber mit 
dem Coordinatensystem nur den Anfangspunkt gemeinsam haben. — 
Da das Product der folgenden untereinandeistehenden Gleichungen: 
a:* = py a:' = 2py itfl = Spy x'' = ipy sc' = 5py 
X =y , 2x^if , 3x = y , ix = y , hx = y 

u. s. w. u, s. w. 

stetsrpy^^a;^ ist, so werden diejenigen Fig. 63- 

Punkte, in welchen die Parabeln der 
Gleichungen: x^ ^ py, a;' = 2py, 
X^ = Spy, x^ = ipy, x^ = hpy u. a. w. 
(die Construction dieser Linien Ist in 
Th. 1, Cap. 4, pag. 39 gezeigt worden) 
von den Graden der Gleichungen: y=^x, 
ys=2x, y=3x, y^4a:, y^5x u.s.w. 
geschnitten werden, der Neil'schen Para- 
bel (Fig. 63) angehören mtUsen. — Aus: 
pyi = x^ folgt durch Differentiation in 
Bezug auf x: 

*) Haeh dam engÜMhen Hathematiker W. H«il, der die»e Cnrve'tnent 
iuitarnioUe,'«iioh Keü'fche Parabel gcnaimt. 
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dx 2py' \dx/x^O, y«=0 " 

darum uiuss x=Of y=0 ein vielfacher Punkt der Carve sein; und 
weil sich weiter ergiebt: 

(dy\ ^ 6x >. 

dxJx^O,y^O~[ o„^ 1 



und hieraus: 



( 



dx/ ««=0, y=0 ckc 



so werden sich im Anfangspunkt des Coordinatensystems zwei Zweige 
der Parabel berühren müssen, deren gemeinschaftliche Tangente mit 
der Abscissenachse des Systems zusammenfallt. Ist p ^ 0, so wird 
y für X = — 8, ist p < ö, so wird y fiir a; = -[- 8 imaginair; 
in dem eben entdeckten zweifachen Punkt bildet die Corve also 
eine Spitze; derselbe wird darum ein RÜckkehrpunkt sein müssen. 
Um die Lage der geometrischen Tangente an die Parabel in 
einem beliebigen Punkt kennen zu lernen, berechne man die Länge 
der Subtg. Man erhält aus: 

^ - dx dy 3aj2 

** ^ dy dx 2py* 

Subtg. der NeiPschen Parabel = -^^|^ = |^ = l«?; 

die Grade RQ wird also die Curve im Punkte Q berühren , wenn 
IiS = iAS stattfindet. 

Für die zweite Abgeleitete der Curvengleichung ergiebt sich 
nach einigen Reductionen: 

d^y 3a? 

dx'^ ipy 

Dieser Werth hat mit y = + V-^ stets dasselbe Vorzeichen; für 

V "^ ist -^-^ ebenfalls ^ , darum muss die Neirsche Parabel 
^ < dx^ < 

der Abscissenachse stets die convexe Seite zukehren. Die Länge 

des Krümmungshalbmessers ist durch: 



dargestellt; derWerth des Ausdruckes nimmt mit x ab und zu, dar- 
um sind die entfernteren Tfaeile der Curve weniger gekrümmt als 
die näheren. 

Für den Inhalt der Parabel erhSlt man: 

Fläche ^ I ydx=^—p- I x^dx= — -r^xT=:lxu 

und fllr die Länge ihres Bogevs: 

3. Die Cissoide. 

Legt man duruh den einen End- Fig. M- 

punkt A (Fig. 64) des Durchmessers 
AB einer Erei^linie beliebige Grade, 
bis sie die Ttingente an den Kreis im 
Punkte B schneiden und fixirt darauf 
auf jeder dieser Linien in der Art einen 
Punkt, dass z. B. für die AL statt- 
findet: AN = ML, dann gehört A' 
einer Curve «n, welche Cissoide ge- 
nannt wird, Dcxieht man dieselbe, 
um ihre Gleichung zu erhalten , auj 
ein rechtwinkliges Co ordinalen System, 
dessen Anfangspunkt mit A, dessen 
Abscissen- Achse mit dem Durchmesser 
AB=a zusammenfallt, dann ist, wenn 
MS _!_ AX vorausgesetzt wird , der 
obigen Erklärung zufolge: 



AS = BB, MS=yAIt.\_a—Ali) 

80 dass das verlangte Yerbältniss zwischen den Coordiaatcn x \ 
irgend eines Punktes in dem Ausdruck: 

12* 
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y^ _ yx{a — x) 
X a — X 

enthalten ist. Wird noch die Wurzel weggeschafft, m erhält man 
al3 Gleichung der Cissoide: 



a — X * a — 



X 



Es gehören also zu jeder Abscisse zwei gleich lange Ordinaten, 
die so lange reell bleiben, als x sich innerhalb der Grenzen und 
-|- a bewegt ; und weil den beiden Abscissen und a die Ordinaten 
und 00 zukommen, so folgt, dass die Cissoide durch den Anfang 
des Coordinatensjstems geht und symmetrisch in Bezug auf die po- 
sitive X Achse in der Art in's Unendliche yerläuft, dass die Coor- 
dinaten eines unendlich entfernten Punktes :«=-[- «> y=^ioo sind. 

Der Differentialquotient der Cissoiden-Gleichung : 

dy^ _ 3ag^ — 2x^ 
dx 2y (a — x)^ 

erscheint för a? = 0, y = unter der unbestimmten Form |-; der 
Anfang ' des Systems ist also für die Curve ein rielfacher Punkt. 
Die weitere Rechnung ergiebt: 



( 



7) = ± ». 



so dass, wie aus Obigem bereits zu erkennen war, die Cissoide im 
Punkte A eine Spitze bilden und die gemeinschaftliche Tangente 
an beide Zweige mit der Abscissenachse zusammenfallen muss. . 

Für die allgemeine Gleichung einer geometrischen Tangente an 
die Curve im Punkte x^^ y^ erhält man: 

Zax? — 2x?- 

oder nach einigen Reductionen: 

y 3a — 2»^ a 

y? ~ 2a?7 ^ ~ 2äc7' 

Soll nun der Berührungspunkt in unendlicher Feme liegen, so 
muss: x^ = Of y^ = oo werden, wodurch die letzte Gleichung in: 

X 
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d. i. in die Gleichung der Tangente BL übergeht. Diese Grade 
muss demnach einä Assymptote der Cissoide sein. 

Aus obiger Tangentengleichung folgt für sc = : 



y = — 



2 (a — x^y 



Der Werth des Ausdruckes •—- — — — -, den die BerührunffSffrade 

2 (a — x^) 

auf der negativen FAchse abschneidet, lässt sich leicht folgender- 

maassen construiren: Ist AR = x^^ also NR=y^ und RB = 

a — x^f dann muss, wenn GP\\RN ((? ist der Mittelpunkt des 

Grundkreises) vorausgesetzt wird, stattfinden: 

?^ = ä^ oder- 5^11^ -Jl. demnach- ffP-—^^l— 
BG GP' ^''''' a — GF ^®°^*^^- ^^— 2ia— ccO' 



Macht man also AQ = GP und zieht die Grade QN^ so wird 
letztere die Cissoide im Punkte N berühren. 

Für den Inhalt derjenigen Fläche, welche zwischen der Curve 
und ihrer Assymptote liegt, erhält man: 



Fl. = 2 I 4=^<^« = 2|--2aj^Vä^r4-6a - 
%/ ^ 



xdx 




\/ax — x^ 



x^dx 



V 



aix—x 



a 



2 



= 1 — x^\/a — X — l^aj/oa? — x^ "^f^t^ aresin 

L a Jq 

= I a^ IC = 3 (^^ . 7ü = 3 . Inhalt des Kreises AMBV. 

Wir machen schliesslich noch auf diejenige Eigenschaft aufmerksam, 
um derentwillen die Curve von dem Matfiematiker Diocles"") (etwa 
500 p. Chr.) zuerst construirt wurde. 



*) GhasIeB, Geschichte der Geometrie, übertragen yon Sohncke. 
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Unter der Voraussetzung, daes GB = — , dG = 5 und EK || 

dG I ÄX JBt, wird, wenn man die Coordinaten des Punktes £ 
mit X und y bezeichnet, stattfinden müssen: 

— -^ oder: — = 



und hieraus: 

l^ii^ ^ 26 



^ = z und : y == 



26 

also ist die Gleichung der Graden AEfi y = -^ ä?. Dieselbe 

schneidet die (7/P, deren Gleichung x=— ist, im Punkte/, für 
dessen Coordinaten man findet: 

3 



y = Gf 



--, x = AG = —. 



Denselben Werth, den wir der Gf nachwiesen, hat aber auch 

d 

die erste zweier mittlerer Proportionalen zwischen — und 6; denn 

aus der Gleichung: 

^ i 

— : u = u : V = V : 



folgt : 



und hieraus : 



w^ = — v und v^ =:*bu 



3,-;rrr 



"=f?- 



Ist nun mit Hülfe der Cissoide u construirt, so litest sich leicht 
V herstellen; die Curve kann also zur Lösung des früher schon behau- 



delten Problems: zu zwei gegebenen Ciröseeii zwei mittlere Propor- 
tionalen construircn, verwendet werden. (9. pag. 40.) 

4. Die- Curre der Gleichung : y ^^ e-'^. (Pig, 65.) 

Weil die FiinctioQ e~* ^ — j die Eigenscliaft hat, daas ihr 

Wertli, der fiir jedes reelle x innerlialb der Grenzen — co und oo 
stets reell und positiv p[„ gg 

sein muss, ab- oder zu- 
nimmt, je nachdem die 
unabhängige Variable 
grösser oder kleiner 
wird, so dass der klein- 
stenÄbscisse die grösstc 
Ordinate u. umgekehrt 
der grössten Abstisse 
die kleinste Ordinate 

entspricht (für a; ^^ ist y=^l, füra;^^+oo ist y:^0); und weil 
endlich die Substitutionsresultate die nämlichen sind, mag die statt 
X eingesetzte Grösse positiv oder negativ sein, so folgt, dass die 
Curve der Gleichung: y=^e~^ auf beiden Seiten der FAchse in 
der Art in's Unendliche verlaufen lauss, dass sie nur die Ordinalen- 
achse im Punkte P schneidet, dessen Ordinate AP = 1 grösser -ist 
als die irgend eines anderen Punklss; dass sie sich der positiven 
und negativen Jl Achse immer mehr nähert und in der Unendlichkeit 
mit ihnen zusammeni^Ut; folgt endlich, dass sie durch die Ordinaten- 
achse des Systems in zwei congruente Theile zerlegt wird. 
Der erste DilferentiaJquotieut ihrer Gleicliung : 

da; e^^ 

kann für keinen Werth von a; in ^ übergehen ; die Curve hat also 
keine vielfachen Punkte. Dagegen erhält man aus ihm fiir die 

Länge der Subtg. ; — — ,, so dass die letztere aus der Proportion: 

x:\=^: Sübtg 
au bestimmen ist; wenn also Aaf=^-4P=^ ist und NM^^PD 
liegt, Eo' muss OL die Tangente an die Curve im Punkte C sein. 
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wenn DL = ^^1 gemacht wurde. — Für die allgemeine Gleidiiuig 
einer Bertthrungsgraden im Punkte x^^ y^ hat man: 

y — yi= — 2a?i« M« — «i); 

demnach für die Tangente an einen unendlich entfernten Punkt: 

yi = 0, «1 = + 00 : 

Nun ist aber: 

lind: 

z' »J "X Fl! 

= 0. 



(e-H.V«,=+« [6-H'i'Jxi= 



+ 00 



Die Tangenten-Oleichung geht demnach Über in: y = 0; d. h. die 
^Achfle ist eine Assymptote der Curve. 
Der zweite Differentialquotient: 

ist ^ 0, je nachdem a; ^^1/2; die Curve muss also, wenn AR 

= AS^ =^1/2 vorausgesetzt wird, von Q^ bis Q concav, von 
Q bis -|- 00 und von Q^ bis — 00 convex gegen die Abscissen- 
achse liegen, so dass in den beiden Inflexionspunkten Q und Q^ 
der Uebergang von der Concavität in die Convejdtät stattfindet. 
Der Inhalt der Fläche, welche von der Curve und ihrer Assymptote 
begrenzt wird, ist offenbar durch das Integral: 



-*' dx 



J 



dargestellt. Mit Rücksicht aber auf die beiden Gleichungen: 

x2 I 2 1 *^ \ 
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(wenn limes auf n Bezug hat, so dass lim n = oo ist) erhält man: 

Fläche 



='^G| ('-t)"^) 



und Wenn man setzt: 

1-^=«», also: e-'^^l-^Y=t^n.dx= y^=Vn 

n ' V n / 1/1— «2 






und wird die Integration liusg^fUhrt: 

Fläche = liml 2l/n. r— ). 

V ^1.3.5.7 ...(SU— l)2w4-l/ 

Nun ist aber: 

jc_ _ . / 2 . 2 . 4 . 4 . 6 . 6 . . . 2n . 2n \ 
"2" \ 1.3:3.5.5.7 ... (2n— 1) (2n4-l) / 



oder: 



oder: 



also: 



oder: 



i/^_ . / 2 . 4 . 6 . . . 2n 1 \ 

T^ -r/ic'_ 2.4.6 ... 2n 

^^2nrf-l. r 2 ~l.3.5...(2w— 1) 

Fläche = lim |2V/n.l/(2iq^ 

Fläche = ]At. 



. 5. Die logarifhxnischen 

Mit diesem Namen bezeichnet man die Curven der Gleichung: 

sc X l(a) 

y = „a^=n(e'(»))»=««**"*" 
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und -Y^ = — seseUt 
m 



y = we"», 



worin 7i und m irgend welche Constante und e die Basis der na- 
türlichen Logarithmen bedeutet Der Function lässt sich, ao lange 
n und m gleiche Vorzeichen haben, stets dadurch eine einfachere 
Form geben, dass man den Anfang des ursprünglichen orthogonalen 

Systems nach dem Funkte: y = 0, x = — nd l — j verlegt, wäh- 
rend die Richtung der Achsen unverändert bleibt; denn, bezogen 
auf dieses System, erhält man als Gleichung der logarithmischen 
Linie : 



x-nuQ 



X 

— X 

,7» _ 



y = ne = w — — — = me . 

e 
Hieraus folgt : l[-^) = — und wenn m als Längeneinheit ge- 

nommen wird: x = ly^ d. h« die Abscissen sind die natürlichen 
Logarithmen der Ordinaten. In dieser Relation zwischen den Coor- 
dinaten irgend eines Punktes der Curve liegt der Grund ihrer Be- 
nennung. 

X 

Der Gleichung: y = m&^ zufolge gehört zu jedem reellen a; 
innerhalb der Grenzen — ex und -}- Qo ein reelles y, welches für 
m > stets positiv sein muss ; ferner ist figr a? = : y = m, für 
aj = -J-oo, y = -|-oo, x = — 00, y = 0; die logarithmische 
Linie letzter Gleichung schneidet also das Coordinatensystem nur 
im Punkt R (Fig. 66) (AR = m vorausgesetzt) und verläuft 
auf beiden Seiten der l^Achse in der Art in's Unendliche, dass sie 
sich von der positiven JSl Achse immer mehr entfernt, dagegen der 
negativen X Achse immer mehr nähert,' so dass die letztere den 
Charakter einer assympto tischen Graden hat. Eine mathematiBch 
genaue Construction irgend welcher Punkte der logarithmischen 
Linie hat sich bis jetzt nicht entdecken Igssen; annäherungsweise 
kann man sich dadurch ein Bild von ihr verschaffen, dass man etwa 
e = 2,1 annimmt und nun zu irgend welchen Abscissen die Or- 
dinaten berechnet. So findet man z, B.: 



.:_™,_i_^, „;+:=, +^,+„,+2„, +3»; 



y: [0,4m;l 0,6m; lO,8mi Im; 1 1,3m ;|, 1.6»«; (2>'m;|. 7,3m;|i9,7m;... 
Mit Hülfe dieser ZaUen ist die Curve L,DIiS In Fig. 66 festgelegt. 

Für den ersten Differen- Fig. 6«. 

tialquotienten erhält miin: 

dy - 
dx 

so daas die Lfinge der Sub- 
tangente in diesem Falle 
der logarithmischen Linie 
conatant, niünlich ^ m = 
AR sein muw. Ist dem- 
nach DE die Ordinate des 
Punktes D und EL^=RA 
:^m, 80 wird L^D eine 
geometrische Tangente an 
die Curve im Punkte D 
sein. 

Der zweite Differentialquodent : -^-^ =^ - — zeigt, weil er mit 

y = m«n> stets das nämliche Vorzeichen hat, dass die logarith- 
mische Linie gegen die Abscisscn-Axe stets convex liegt; und ferner 

erhält man aus seinem und dem für -^ erhaltenen Werth: 
dx 

to\4 






welcher Ansdruok sich folgendermaassen construiren lässt. Zieht 
man zur Normalen im Punkte D von E aus die Senkrechte EG 
und verbindet i^ mit Q, dann ist: A EDG CO ADELj, so dass 
Btattänden mnss: 

TrB= JTr— und hieraus: i>g — — -^- — ^ , 

DE DLt yyi^rn'^' 
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«Iflo; 

Wird ferner zu L^G im Punkte L^ eine Senkrechte errichtet, bis 
sie die Normale in K schneidet, dann ist: A GL^K (X> ^ DL^G, 

demnach: ^y = ^J^ , oder: 
CrX»| Vix 

/ my \ my _ mV 

also: 

Folglich muss JT der Mittelpunkt und £D der Radius desjenigen 
Kreises sein, welcher mit der logarithmischen Linie im Punkte D 
einen Contact zweiten Grades eingeht. 

Durch Differentiation findet man sofort, dass der Krünunungs- 

m 

ein Minimum wird, dass also die CurvB in der Nahe dieses Punktes 
die stärkste Krümmung erleiden muss. 

Endlich erh&lt man ftir den Inhalt etwa des Stückes, welches 
von der assymptotischen Z Achse, der beliebigen Ordinate D£ =y 
und der Curve DRS begrenzt ist: 

Fläche = m I gm dx = m^ew = my = 2 . ADL^E. 

6. Die Eettenlinie. 

Rotirt eine logarithmische Linie Lj^RS (Fig. 66) der Gleichung: 

y =3 me^ um .4.y als Drehachse, dann wird die Gl^chung der- 
jenigen Lage LRS^ der beweglicheir Curve, welche in d6r Ebene 

X ■ 
— ._. • 

des Coordinatensjstems liegt, yz=zme^ sein müssen. Legt man jetzt 
zwischen irgend zwei Punkten P und P^ beider Linien, die jedoch 
zur nämlichen Abscisse AQ gehören müssen, einen drkten Punkt 



halbmesser im Punkte : x = ml {\^^) = — ml (]/2), y == — |/2 
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i^2 ^^ ^^^ ^rt ^^^^9 ^<^^ seine Ordinate das arithmetische Mittel der 

^ QP4- QP. 

Ordinaten obiger Punkte ist , dass also QP2 =^ '^ ~ statt- 

findet, so gehört derselbe einer Curve an, die aus einem in der Mecha- 
nik zu beweisenden Grunde Kettenlinie genannt wii:d. Die 

Gleichung derselben, so folgt unmittelbar aus ihrer Entstehung, muss : 
, as ^ X 

y =:-^ ye '"-{-e *") sein ; und eben so leicht erkennt man für ihren 

Verlauf, dass sie das Coordinatensystem nur im PuiUcte jR'Solirieiden 
und auf beiden Seiten der positiven yAchiie in^ilTInenälidhe gehen muös. 
Bringt man die Ordinate y^ , welche zu einer beliebigen 
Abscisse x^ gehört, in die folgernde Verbindung mit den Ordinaten 
y^ und ^2 ^®^ Äbscissen x^*^h und a?j -|-Ä: 



Vi 



X 



••». 






y ■• * ( 1 



also: ycL+l2. 

yi 

so zeigt sich, dass die Summe der beiden aussersten Ordinaten divi- 
dirt durch die mittlere einen constanten, von der Länge der Abscisse 
x^ unabhängigen Werth besitzt; eine Eigenschaft der Kettenlinie, 
welche sie nur mit der Graden gemeinsam hat. 
Mit Hülfe des ersten DiSerentialquotienten : 

findet man: 



Norl 



=^V'+©'=^^'+i(f--«"-)=^ 



uhd leitet hieraus die folgende Tangenten - Construction ab. Ist 
BS^ — PiQ=y und P^N II Ä/S2, so muss : ASiRA<X) ANP^ Q, 
tixo EÄ : RS2 = P2Q ' P^N oder m\y i=^ y iP^Ny demnach: 

P^N=^—=^ Norl. sein. Wird also P^M = P^N gemacht und 

im Punkte Pj ^"^ P^^ ^^^^ Senkrechte TT gezogen, so wird 
letztere die Curve im Punkte P^ berühren. 
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Für den Krümmungshalbmesser erhält man nach einigen Re- 
ductionen : 

p = 2L = Norl. 

Wenn also P2M um sich selbst verlängert wird, M^Pj, = ^Pit 
so ist M2 der Mittelpunkt des Osculationskreises für den Punkt P2 
der Kettenlinie. 

Der Inhalt derjenigen Fläche, welche von der AR und einer 
beliebigen Ordinate P2 Q einerseits, von dem CurvenstUck IiP2 und 
der X Achse andererseits begrenzt wird, ist durch das Integral: 

' X X 



^0 ' 



(e" + «^ "• ) dx 



dargestellt. Dieses aufgelöst erhält man: 

X X 

und weil, wenn RG J_ TT vorausgesetzt wird : 

AARG = ^.«i.m. cotg AGR = ^ tg(7T, -X) = ^ x^ 

sein inuss: 

ARPM = 2.AARG. 



Cap. 3. 
Die Bolllinien. 



Wenn irgend eine Linie anf einer anderen fortrollt, dann be- 
schreibt jeder Punkt, der in der Ebene der ersteren liegt, eine 
Curve, welche Roulette oder RoUlinie genannt wird. Unter 
allen Linien dieser Art betrachten wir als die wichtigsten diejenigen, 
welche durch dafi Fortrollen eines Kreises auf einer festen Graden 
oder einer festen Kreislinie entstehen. Im ersten Fall nennt man 
die erzeugte Curve kurzweg eine Cykloide, im zweiten Fall eine 
Epi- oder Hypocykloide, je nachdem sich die beiden Kreise von 
aussen oder von innen berilliren. 

1. Die Cykloiden. 

Die feste Grade sei die AX (Fig. 67); Irgend eine Luge des 
beweglichen Kreises sei P^NNf ; die Entfernung des besclircibeiiden 
Punktes P vom Mittelpunkt pj„ g^ 

M sei gleich b, während der 
Radius P^M=NM=MNi 
=^r ist. Lag nun der Punkt 
P beim Beginn der Bewegung 
in p, der Punkt P, in A, 
80 dass AS als die erste 
Lage des rollenden Kreises 
vorausgesetzt wird, dann muss 

offenbar der durchlaufene Weg AN gleich dem Bogen P^N, d. i. 
gleich rt sein, wenn man den veränderlichen Winkel PiMN, welcher 
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Wälzungs Winkel genannt zu werden pflegt, mit t bezeichnet. 
Betrachtet man, wie solches der -einfacheren Rechnung halber sehr 
häufig geschieht, t als unabhängige Variable, von welcher also die 
Coordinaten AQ=x und FQ=y irgend eines' Cykloiden-Punktes F 
abhängen, dann erhält man als Gleichungen der Cykloide: 

\)x — AQ = AN — LM = H—bcoa(t — 90^) = H — b smt, 
2) y = PQ = 2\akf+ PL = r +6 sin («— 90») = r — 6 cos^. 

Durch Elimination des Winkels t lassen sich auch die beiden 
letzten Gleichungen 1 u. 2 in die eine zusammenziehen: 

3) a? = r arccos * ~^ If j/Ä* — (♦•— y)^- 

Jenachdem 'nun der beschreibende Punkt P in der Peripherie 
des rollenden Kreises , ausserhalb oder innerhalb derselben . liegt, 

je nachdem also 6 ^ r ist, nennt man die Cykloide eine gemeine, 

verlängerte oder verkürzte. 

la. Die gemeine Cykloide. (&== r). 

Die Gleichungen 1, 2 und 3 nehmen jetzt die einfache Ge- 
stalt an: 

= r {t — sin<), 
= r (1 — cos^), 

6) aj = rare COS ^^y2ry — y^. 

Aus 4 und 5 erhält man fUr: 

f == 0, ir, 2ir, 3ir, 4ir, hx . • . 
x=0, nt, 2nr, 3nr, 4nr, Snc .♦. 
^ = 0, 2r, 0, 3r, 0, 4r • . ., 

{X = 

n { /.•••> welche stets um 2nc, d. i. um die Länge 

der rectificirten Peripherie des rollenden Kreises von einander ent- 
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femt sind, begegnen masa. Nennt man denjenigen Theil der Cy- 
cloide, velcber Ewüchen zwei solcher aufeinanderfolgender Punkte 
liegt, kurzweg einen ihrer Zweige, so erkennt man leicht, daBS 
einmal alle Zweige nntereinander congruent gein müssen, daSB 
einaodermal jeder Zweig durch die Ordinate des Punktes; 

1 ^9 '^"^ (statt n iat: 0, I, 2, 3 ... einznsetien, je nach- 

dem der L, IL, m., IV. ... Zweig in Untennchnug gezogen 
wird) in zwei congruente HttlAen getheüt werden muss. In Be- 
zug auf die beiden Vorzeichen des zweiten Theiles der Gleichung 
6, — ans welcher, nebenbei bemerkt, folgt, dass die gemeine Cy- 
kloide die ^Achse dämm niemals durchschneiden kann, weil y nie 
negativ werden darf, — ist zu bemerken, dass das obere oder untere 
Zeichen, bei der Bestimmung irgend welcher Punkte der Curve 
zu nehmen ist, jenachdem der zu ihnen gehörige Wälzuugswinkel 
zwischen den Grenzen: u. it, 2fc u. 3ic, 4n n. Sic n. s. w., oder 
zwischen den Grenzen: n u. 2ic, 3ic u. 4ic u. s. w. liegt So Iwt 
man z. B. für f = 150" ans 5 u. 6: 

ff=r(l4-iV3), aT = r.arccos(-!^)--^=r.l50'>-|-, 

tat ( = 210«: 

y=r(l+iK3). a=r.arccos(-^)+.l=r.2iO<'4-^. 
Die beiden für x erhaltenen Wertfae konnte man auch direct aus 
4 ableiten. 

Um die gemeine C^kloide (Fig. 6S) zu construiren, theOe man 
sowohl den erzeugenden Kreis wie seine rectificirte Peripherie 
Piß. «8. 



ÄAi =2.ÄH.'K in dieselbe Anzahl gleicher Theile, z. B. in 12 
und lege durch die Theilpunkte 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 Parallele, 
durch die Theilpunkte. I, II, III, IV, V u. «. w. Senkrechte 

ntalla. AiuL Q»m. d. E. ^^ 
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KU AX. Sehneiden eich nan z. B, die 4te P&nJlele tind 4te Senk- 
rechte in einem Punkte g, dann wird, wenn gf ^ PG yit, f ein 
Punkt der zu constratrenden Linie seb, weil seine Coordinaten der 
Gleichung der Cykloide Genilge leisten. Denn aus der CongmenK 
der AAfl?Tff und fgh folgt aunächat: fk = FH und Lfhi = 
^FHA, so dass fh der UidbmeEser und A der Mittelpunkt einer 
Lage des rollenden Kreises, also auch asc,fi^Krc.FÄ^=AVi sein 
muss. Mit lUlckaicbt auf diese Bemerkungen erhält man nim: 

x=AK=AlV—pb=ürc.fi-p.coi(fhp)=fk.Aßi—ßt.aiB(ßH 

y=Kf=hi-\-fp=fh-{-fksm{ßp)=fh^fkcmlfki) 

und wenn der Kürze halber fh mit r, ßi mit t vertauscht wird: 

X = r{t — sini) 

y ^r(I — aost). 

Ißn.Y- Die verlängerte oder verkfirzte C^kloide i^*". 

Die Gleichungen der Gurre und im einen wie andern Falle: 
x = ri — l 



^ + yb*-(r-yy. 



Ans denselben lässt sich so leicht nach Analogie des Yorhergehenden 
der Verlauf der zugehörigen Linie erkennen, dass ihre besondere 
Discussion unterlassen werden kann. Ebenso l^cht wird man die 
Richtigkeit der in Fig. 69 u. 70 ansgeitthrten Constructionen darzu- 
thun im Stande sein ; nur auf den einen Punkt glauben wir aufmerk- 
sam machen lu müssen, dass nämlich sowohl für die verlängerte in 
Fig. 69 wie (ür die verkürzte Cykloide in Fig. 70 der rollende Kreis 

Fig. es. 



ABCD vom Halbmesser r zu rectificiren und einsutheilen ist, also 
in jedem Falle A\l = -r . AH aein muss. — 

Durch DüTerentiation erhält man aua den beiden Gleichungen 
l und 2: 

^ _ ^""^ _ V^^ — ir—y )^ d^y 6^ — (r— i/)r 

dx r — bcoat y ' dx^ y^ 

Demnach ist : 



SubnrI = ]/&* — (V— j)* 

ffc! rir — 2v)]^ 

Kriintmuneshalbm csser ^ p = ■— . ■ ^ - . ^ - f — 

f fii_r(r— y) 

welche ÄUBdrilcke ttir die gemeine Cykloide die einfachere Gestalt: 

SubnrI = j/ary— y^, p = 2]/2»^ " 
annehmen. Es muss' also ftlr Fig. 68 A't, liir Fig. 69 und 70 H 
die Subnormale, folglich fi = y2ry fUr die gemeine Cykloide, 

= |/il — r(i 2}f) fiir die verlängerte oder verkürzte Cykloide 

die Nonnale sein. Mit Kücksicht auf diese Länge der Normalen er- 
hält man fUr den Krümmungshalbmesser im ersten Falle : p = 2 . Nrl. ; 

im zweiten und dritten dagegen: p = rs ; r. — Die Fläche 

' APA^A in Fig. 68 oder die Fläche AMPM^A^A in Fig. 70 ist 
olTenbar durch das Integral: 



2 f ydx=2\ 



(r — 6cos()'rf« 



dai^estellt. Die Rechnung ausgefiihrt, findet sieh: 

Fläche = ic(2r5-f-i^) 

13- 
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and für 6 = r: 
Fl&che der gemeinen Cjkloide = 3 • r^ ic = 3 . Erzeugenden EreiB. 
Bedient man sich znr Rectification der Formel : 




80 entsteht zunächst: 

Länge des Bogens APA^ in Fig. 68 

^ = 2 I l/(r24-62_26rcoB«)(ä 
Länge des Bogens üfPüfi in Fig. 70 ' M r ^ t 

= 2 J r(r-}-&)2— 4r6cos2|.] dt=4yrb fri±Ly_cos2y} dt 

und wenn der Einfachheit halber: 

2yrb 2 

gesetzt wird: 

dz 



Bogen =8}/6r i (n^— cos^z)^ 

J 

J 



« l.l 1 . 1.1.3 1 ., 

22.2 n^ 23.2.3 n* 



1.1.3.5 1 ^ , , 

— r-cos'Ä .,..\az. 



24.2.3.4 n^ 
Weil aber, wenn p eine grade Zahl bedeutet: 

'^eos^ dz = ^-3.5.7. ..(y-3)(f^~l) jc_ 

2.4.6.8... (p — 2)p 2 

sein muss, so folgt weiter: 







und wenn statt n sein uraprüngliclier Wertli wieder Bubstituirt wird; 

B«ge.= 4,|J^--(-J ^-4 (-j j;;pjp 

_ s /-l.ä.SY (rt)' 1 
• \2.4.6/ (r+b)'"'] 
Für die gemeine Cykloide, Üjr i = r, ist demnacli : 

oder wenn die einzelnen Theile des KlnrnmerfactorB successive auf 
gemeinsamen Nenner gebracht werden^ 

1.3.3.5.5.7.7.9. 9 ... 



)gen := 4jcr - 



.4.6.6.8.8.10 . 
demnach mit Rücksicht auf Wallis' Ausdruck; 

it 2.2.4.4.6.6.8.8.10... 



2 1.3.3.5.5.7.7.9. 9... 

Bogen der gem. Cykloide ^ 8r =: 8 . Radius des erzeugenden Kreises. 

2. Die Epicykloiden. 

■WirdderRadins.47= Fig. 71. 

AS {Fig. 71) des festen 
Kreises mit S, der Radius 
SQ des rollenden Kreises 
mit r und der Radius 
PQ des Kreises, in wel- 
chem der beschreibende 
Punkt P liegt mit i be- 
zeichnet; wird vorausge- 
setzt, dass beim Beginn 
der Bewegung der Punkt 
£■ in F, der Punkt P in 
R lag, 80 dass Bogen SK 
gleich Bogen S Fsein muss; 
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und wird AX als Abscissen-Achse* eines rechtwinkligen Coordinaten- 
Systems, dessen Anfang A ist, betrachtet, dann sind die Bedin- 
gungen, welche von den Coordinaten AN und NP irgend eines 
Epicykloidenpunktes P erfiillt werden müssen , durch die folgenden 
Gleichungen analytisch dargestellt. 

jU = AN= AM + MN= {R + r) coscp + bsinTOP 

y = PN= QM— QT= (ß -f r) 8in<p — b cobTQP 
= (Ä-}-»')8in<p — bcoB{(f^'\-(f — ^0) = {R-\-r)Bintf — 6sin(cpj-{-(p). 
Diese Gleichungen der Epicykloide: 

1) a? = (if -[- r) cos^ — 6 cos((p^ -j- ^), 

2) y = (i2 -|~ **) sin^ — 6 8in(<pj -j- cp) 

pflegt man mit Rücksicht auf die Relation: 

R 

arc SK= arc/SF, d. i. r^j :=: R<f, also ^j = — <f 

gewöhnlich in der Form: 

R JLr 

3) X = {R -^^ r) coB^ — 6 cos ' — <p 

22 4- r 

4) y = (JS -}- r) sin <p — 6 sin cp 

zu geben. 

Addirt man die Quadrate der linken und rechten Seiten letzter 
Gleichungen, so entsteht nach einigen goniometrischen Reductionen: 

5) x^-^y^=ÄP^ = p^=iR+r)^+b^ — 2b{R-^r)coBtf^. 

Hieraus erkennt man, dass der Fahrstrahl p irgend eines Curven- 
punktes von seinem kleinsten Werth: 

ausgehend mit (p^ so lange zunehmen muss, bis (p^=180^, also 
cos^j= — 1 und 

p = (i?fr + 6) 

geworden ist; von (pj = 180^ bis<pj= 360® muss dagegen der 
Radius vector abnehmen, und zwar in der nämlichen Weise, in 
welcher er vorhin zunahm, weil bekanntlich für jedes a: cos (180^ — a) 
= cos(1800-f-a) ist. Wird endlich <pj = 360<>, dann erhält p 
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wiederum seinen Jdinimalwerth und jetzt hat der Punkt M eine 
Curve beschrieben, die entweder gemeine, verlängerte oder verkürzte 

Epicykloide genannt wird, je nachdem h ^ r ist. Dieselbe wird 

durch denjenigen verlängerten Halbmesser des Grundkreises in zwei 
congruente Theile zerlegt, welcher mit der X Achse: AN einen 

Winkel = ^r 180® einschliesst. Denkt man sich die rollende Be- 
Jti 

wegung noch weiter fortgesetzt, so wird eine zweite Epicykloide ent- 
standen sein, so wie <pi alle Werthe zwischen 36Ö® und 720® 
durchlaufen hat n. s. w. Dass jeder folgende Zweig dem ersten 
congruent sein muss, ist an und für sich klar; jedoch lässt sich 
auch diese Behauptung aus 5 und aus dem bekannten Satze: 

cos^n. 360® + ß) = cosß 

erweisen. Wie viele Zweige überhaupt entstehen, wenn man sich 
die Bewegung in's Beliebige fortgesetzt denkt, das hängt offenbar 
von dem Verhältniss ab, in welchem die Peripherie des Grund- 

und des rollenden Ejreises zu einander stehen. Ist z. B. — = 4, 

r 

d. i. R = 4r, dann wird der fünfte Cykloidenzweig mit dem ersten, 

der sechste mit dem zweiten etc., vollständig zusammenfallen. Ueber- 

haupt, so erkennt man leicht, ist — rational, so wird endlich ein- 

T 

mal nach längerer oder kürzerer Dauer der rollenden Bewegung 

ein Curvenzweig beschrieben werden, der mit dem ersten zusammen- 

Ä . . 
iäJltf während, wenn — irrational ist, ein solcher Fall niemals ein- 

r 

treten kann. 

Unter allen Specialitäten pflegt man diejenige gemeine Epicy- 
kloide hervorzuheben, für welche Grund- und rollender Kreis gleich 
sind. Man nennt dieselbe ihrer besonderen Form wegen: Herz- 
linie oder Cardioide und erhält leicht aus 3 u. 4 als ihre 
Gleichungen: 

X = 2r cos (p — r cos 2 cp 
y = 2r sin cp — r sin 2 <p 

Was die Constiruction zunächst der gemeinen Epicykloide anbetiiflt, 
so hat man folgendermaassen zu verfahren, wenn ^Fig. 72) AP der 



e,{ 



RadioB des festen, PM äer des rollenden Kreises ist. VorMMMMi 
dass arc.PG gleich der Hälfte der lectificirten Peripherie 4^vbe- 
weglichen Kreises ist, theile man sowohl ara.P6 wie arc.i^Vüi 
dieselbe Anzahl gleicher Theile , z. B. in 6 , lege darauf Auch 
sHmmtliche Theilpunkte: 1, 2, 3, 4, 5, 6 Radien und schlage von 
A aus eine Reihe concentrischer Kreise, die der Reihe nach durch 
die Theilpnnkte: I, II, HI, IV, V und VI verlaufen. Fkirt man 
darauf diejenigen Punkt«, in welchen sich Radien und Kreise des- 
selben Ranges achneiden, wie z. B. d, in welchem Punkt der 4te 
Halbmesser der IV. Kreislinie begegnet, daon wird, wenn arc.tlQ 
:^arc(IV6) gemacht wird, Q der gemeinen Epicykloide angehören 
mliesen und zwar aas folgenden Gründen: 

Ans arc. dQ = are (IVB) folgt zunächst: LdÄQ= LlVAi 
und hieraus : AmAQ a AlVAM. Darum muBs mQ = IV Jf = PM 
= m4= dem Radius des rollenden Kreises und Z. QmA^ ^VfMA, 
also auch: arc. 4Q = arcPIV = arcP4 sein. Für die Coordinaten 
AB und SQ des Punktes Q erhält man nun, wenn /. AmQ mit 
m,, AmAP mit 9, AP mit R und PM mit r bezeicbnet wird: 



AR = x={}i-{-r)t!QBf— r cob — ^2Z_ ^^ 

QR = y = {Jl^r) Bin<p — r ain^-i-^ 9. 

Dein nätnllohen Principe Tolgend , wird man sehr leiuht die Richtig- 
keit der in Fig. 73 ausgeßihrtea Constructionen der verlänger- 
ten £pic7kIoide LQS und der verktlrzten L|QjiS, zu beTreUen 
im Stande sein. 

Fig. 73. 



Aus 3 o. 4 folgt durch Differentiation: 

, r cos 9 — cos — ■ m 



dx ■ h ■ ^+-^ 



6 {Ä -}- 2r) cos — o _ rS — J' ^J-^ 
fl'y r ' ry r 

da}' ~ H+7 T~. . . T-\-R V ■ 

Demnach ist: 
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<(iif-}-r)Bin^ — 68m ' -?^ -Ircoscp — 6cos-31— <p> 

Subnrl= ^ i * i r> 

r sm (f — osm * — ■ (f 

Um mit Hülfe dieses Werthes die Lage der Normalen zu er- 
kennen, stellen wir zunächst die Gleichung derjenigen Graden her, 
welche durch den beliebigen Punkt Q oder Q^ (Fig. 72 u. 73) 
der Curve und durch den Berührungspunkt 4 der zu Q oder Q^ 
gehörigen Lage des rollenden Kreises verläuft ; die Coordinaten dieser 
Punkte sind: 

Jas = (2J -j- r) cos ^ — b cos -^ — <p 
ly = (/J -|- r) sin <p — 6 sin — - — <f 



(x=ReoB<f 
' |y=i?sin<p. 



also heisst die verlangte Gleichung: 

« 

— r sin ^ -|- 6 sin --3- — ^ 

y — /fsin<p= ^ I jg (a? — JScoscp). 

— r cos cp -j- 6 cos -^ — <f 

Die zugehörige Grade schneidet die X Achse in einem Punkt, 
der mit B bezeichnet werden mag, fUr dessen Abscisse aus letzter 
Gleichung folgt: 

6/2 sin cp- — 
• «• 

X = AB= 



r sm cp -j- 6 sm — ' — <p 



Demnach ist: 



{{K'\-r)^m(f — osm — • — <p 1 I rcoscp — ocos — - — ^ I 

EB = ^ r4-R 

rsin cp — 6 sin — ' <p 

d. 1. 

RB =^^ubnorl., 
folglich wird eine Grade im Punkte Q oder Q^ zu der 4Q oder 
4Q| senkrecht gezogen, die Epicykloide in Q tangiren. 
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Für den Krümmungshalbmesser erhält man: 

_ J?4-r (r2-{-6^ — 2 6rco8(pjt 



oder: 

^^B+r (04)3 

also für den Fall der gemeinen Epicykloide: 

4r(J?4-*') • 9i 
P= B+2r "" 2 ' 

welcher Ausdruck sich folgenderraaassen geometrisch darstellen lässt. 
Wenn in Fig. 72 der Halbmesser AH um HS = A4: = B ver- 
längert, darauf S mit Q verbunden und AC parallel. QJS gezogen 
wird, dann ist: * 

C4: Q4 



oder: 



A4: ~ S4' 



QC—Q4 Q4 



und hieraus: 



^ B Ä + 2r 



Endlich mit Rücksicht auf: 

Q4 = 2r sin^ 

findet sich: 

_ 4r (ig + r) <pi 
^^- i? + 2r *'"T' 
demnach : 

QC=p. 

Der Inhalt einer Fläche ist, wenn die Curve auf ein polares 
System bezogen war, durch: ^ r^df^ dargestellt. Für vorliegende 

Epicykloide ist: 
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äy dx 

darum erhält man für den Inhalt der Fläche : 2.APQUA in Fig. 72 
und 2.^LQ|/S|^ in Fig. 73, welche von einem Zweige der Curve 
und den Fahrstrahlen ihrer Endpunkte begrenzt ist: 

.===fllLir I j|(/2-j-r)cos^p — 6cos— '^^ — ^l ircos^ — 6co8--'^<p> 

-f- |(Ä-j-r)sin^ — bün-^ — ff\ |rsin(p — 6sin ?[i^? 



r 

^ 



= ^^^}^r(R-\-v) + h^]. 



Hieraus folgt: 
Inhalt der gemeinen Epicykloide = — — "*" — nr. 

Inhalt der Cardioide = ßr^Tc. 

Die Länge des Bogens eines gemeinen oder verkürzten Epicy- 
kloidenzweiges ist durch das Integral: 

nc 7*TZ 





14.Ä' dx=2?^ I |/r^+62_2^6cos(p^rf<p 





IC 





bestimmt. Durch Yergleichung dieses Ausdruckes mit demjenigen, 
welcher die Länge des Bogens einer Cjkloide darstellt, ergiebt sich : 



"J ^(fp^)-*^*" 
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Bogen der Epicykloide B •-\-r 

Bogen der Cykloide B ' 

dlso: 

Bogen der Epicykloide = — jz — Bogen der Cykloide. 

Demnach ist: 

R4-r 
Bogen der gemeinen Epicykloide = — 5 — .8r 

und Bogen der Cardioide = 16r. 

3. Die Hypocykloiden. 

Gelten n^ieder die Bezeichnungen des vorhergehenden Abschnitts ; 
AS (Fig. 74) der Radius des Grundkreises ist = iJ, FS der 
Radius des rollenden = r und FR der Radius des ^beschreiben- 
den ist = by dann sind die Gleichungen der Hypocykloide : 

x=AN=ÄM—PT=iR—r)coB(f—hBmPQT 
= {R — r) C0S9 — 6sin (cp ^ — TQD) = {R — r) coscp — b sin(^ j — <f — 9 0) 
= (J? — r)cos9-}-&cos(f ^ — ff). 

y=PN=QM—QT={R—r)Bmff—bcoBi(f^—TQD) 
={R — r)sin<p — bcoa{ff^ — <p — 90®)=(/? — r)sinf — &sin(f i — <p) 

und mit Rücksicht auf die Relation: 



r^i = R^t also: ^pj = — -^. 



6) x = {R — r) cos 9 4- 6 cos <p. 

7) y =i{R — r) sincp — 6 sin cp. 

Eine Vergleichung der Ausdrücke 3, 4, 6 u. 7, welche sofort 
zu dem Resultate führt, dass die Gleichungen der Hypocykloide aus 
denen der Epycykloide dadurch gefunden werden können, dass man 
in die letzteren statt -|-r: — r und statt -|- 6: — b substituirt, zeigt 
die grösste Aehnlichkeit zwischen beiden Curven. Alle vorhin in 
Bezug auf die Epicykloide gemachten Bemerkungen gelten auch fUr 
die Hypocykloide mit der einen Modification, dass im letzteren Falle 
der Radius vector erst abnimmt, bis er, für <p^ = ir, d. i, för cp = 



— sein Minimum eireiclit hat, währt^nd wir fSr die erste Corve erst 

Zuoalime bin zum Maximum und darauf Aboabme des Fahistr^ies 
nachwiesen. 

Als Spei^idiUtf^n der Hypocykloide sind " die beiden folgenden 
besonders bemerk eng werth : 

Ist 6 ^ r und Ji — 2r, so wird aus 6 n. 7 : 

X := r coaf -\- b coetf = (r -{- h) coeif 
y = r Binf — i sintp ^^ (r — ij sin<p 
und wenn man cp elimiairt : 

Das ist die Gleichung einer Ellipse der Halbachsen: r — b 
und r -\-b. 

Multiplicirt man jetzt mil (r — h)^: 

j' + l^ -' = (—»)' 

und setzt r =^ &, 80 reducirt sich die Gleichung der gemeinen Hy- 
pocykloide auf: 

J = 0, 
d. i. auf die Gleichung der Abscissenachse ; die Gurre degenerirt 
also in diesem Fall in eine Grade AR. Zweitens gehen 6 u. 7 fiir 
Ä = 4r und 6 = r in: pjg. j^_ 

X = 3r cos^ -|- r cos 89, 
y ^=Zr sinij) — r sin 3tp, 
oder, wenn man <f ethni- 
nirt, in: 

9) xi-^y^ = Ii^ 
über. Die gemeine Hy- 
pocykloide dieser Glei- 
chung, welche geschlos- 
sen ist und aus 4 con- 
gr uenten Zweigen besteht, 
nennt man ihrer beson- 
deren Gestalt halber : 
Astrois. (Fig. 75). 



Die Lage der Tangente wie die Länge des Krümmung»- Halb- 
messers der Hypocykloide sind unmittelbar atu den Resultaten za 
bestimmen, welche bereits fllr den Fall der Epicykloide gewonnen 
sind; einerseits wird PD (Fig. 74) die Normale zur Curve im Punkte 
P und andererseits: 

4^ ijl y\ R 

f = p — sin — (p (für gemeine Hypocjkloide}, 

p = 6r sin 2^ (ftir Astrois) 
sein mflssen. 

Der Inhalt jedoch derjenigen Fläi;he, welche von einem Zweige 
einer gemeinen oder verkürzten Hypocykloide und den Fahrstrahlen 
ihrer Endpunkte begrenzt wird, iHsst sieh darum nicht ohne Weiteres 
uns dem schon bekannten Inhalt einer Epjcykloide bestimmen, weil 
in dem Ausdruck , welcher den Werth des letzteren darstellt, ein 
r vorkommt, welches von der oberen Grenze eines bestimmten Inte- 
grales herrllhrt; dieses r darf aber nicht, wie es sonst der Fall ist, 
mit — r vertauscht werden, um den Inhalt der Hypocykloide zu 
erhalten, weil das Integral, welches letzteren besdmmt, mit dem 
vorhin erwähnten, sowohl obere wie untere Grenze gemeinsam hat. 
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Dasjenige r also, welches durch die Integration in das Resultat 
konunty muss unverändert bleiben, während' alle anderen -}-r mit 
— r vertauscht werden müssen, um durch einfache Substitution den 
Inhalt zu erfahren. Die Rechnung gestaltet sich demnach wie folgt: 
Aus: Fläche der Epicykloide 

=»t r(,(i;.H-)+t.)^,- ><'+-'f+'-> [1,5, i, 

^ ^ 

ergiebt sich zunächst: Fläche der Hypocykloide 







(6'-r(2?-r))5 



r 
= :^(Br — 6^ — r»)ic- 

Und hieraus: 

Fläche der gem. Hyp. = «• (^ - *•) (^ - ^r) ^^ 

Fläche der Astrois (d. i. \.NAM) = Gr^ic == f R^ic. 
Und schliesslich erhält man Rir die Länge des Bogens: 

IT 



S 



»/ A 



also: 



72 f» 

Bogen der Hypocykloide = — ^ — . Bogen der Cykloide, 

Bogen der gem. Hyp. = 8 . — ^ — r, 
Bogen der Astrois = 6r. 



Cap. 4. 

Die Spirallinien. 



Die Gleichung einer Curve, bezogen auf ein rechtwinkeliges 
Coordinatensystem, sei: y=f(x). Auf der Abscissenachse werde vom 
Anfangspunkte aus die rectificirte Kreisperipherie 2a ^ir mehrere Male 
abgetragen und sowohl jeder dieser Abschnitte wie der Kreis selbst 
in n gleiche Theile zerlegt, so dass die Längen der durch die 
ersteren Theilpunkte gelegten Ordinaten der Reihe nach durch: 

y,=/(o). y.=/(-^)...-y(^,j=/(«^) y(^,) = 

f ( (M"^) — ^) ^'S' w. dargestellt sind. Auf den Halbmessern, welche 

durch die Theilpunkte des Kreises verlaufen, fixire man nun diejeni- 
gen Punkte, welche der Reihe nach vom Centrum um die Längen 
jener Ordinaten entfernt sind, so wird dadurch eine Curve bestimmt, 
welche : lineare, parabolische, hyperbolische, logarithmische • « • Spirale 
genannt wird, -je nachdem y =.f(x) einer Graden, Parabel, Hyperbel, 
logarithmischen Linie. . . angehört. Auf dasjenige System, dessen Pol der 
Mittelpunkt, dessen Achse der Durchmesser ist, welcher durch den 
ersten Theilpunkt geht, bezogen, erkennt man leicht, dass die Polar- 
gleichung einer solchen Spiralen: 

sein'muss, also dadurch aus der Gleichung der zum Grunde ge- 
legten Curve abzuleiten ist, dass x mit a^<p und y mit r ver- 
tauscht wird. 

Qrelle, Anal. Geom. d. E. 14: 



BIO 
1. Die lineare Spirale. *) 

Legen wir der Einfachheit halber die zur CaiistrQCtio& dieser 
Spiralen erforderliche Grade durch den Anfang des Systems (Fig.76), 
sodass ihre Gleichung — ^=r2a,i[=2(>4jni)ic(Fig.77)YoraDSgesetzt 

und tq Iramreg mit a beEeiohnet — y :^ ~ x sein mBSs^ und 

Fig. 7«.-) 



- *) Anch archimedüohe Spirale genannt. . 

**) El woide für diese Figur 76 noUiwendig, dieselbe im TcrklcüieTten ICasiM 
la »icluien. Während in der folgeadeii Betrachtnng Aq = i.Aimic und Äl^ 

12 ^ 83 = • . . = ml — • . . . =■ - ' ' " BDgenonunen wird , üt in dw ITirt 
Äq nur gldoh der HiiUI« der in reotifldrenden Per^Iierie. 
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theilen tarn, sowohl Äq wie die Ereisperipherie in 12 gleiche Theile, 
dann werden A^y a, 0, Y' ^ ***- I^^uikte der zu verseichnenden 
Curve sein müssen, wenn A^a =11, A^^ = 211, A^f = 3 III, 
^|S = 41 V ... gemacht wurde. Und da die Grade über den Punkt 
t hinaus beliebig verlängert werden kann, so folgt, dass der eben 
oonstruirte Theil der linearen Spirale ii^ aß^S... in unzählig vielen 
WindttBgen in's Unendliche verlaufen muss. Den zweiten Zweig 
der Curve erhält man, wenn die Ordinaten der Punkte der At^ in 
folgender Weise abgetragen werden. Wegen der negativen Abscissen: 
^(1), A{%), A(3) ... hat man statt der Bögen ml, m2, mZ die Bögen 
mW, mlO, m9 zu nehmen und weil die Ordinaten (1)(I), (2) (II)... 
sich von den ersteren ebenfalls durch entgegengesetzte Richtung 
unterscheiden, so sind dieselben auf den verschiedenen Durchmessern 
nicht von A,^ nach rechts, sondern von A^ nach links aufzutragen. 
Auf diesem Wege kommt man zum zweiten Theil der Curve: 
'^i^ißiYi'i ***» ^®' ebenfalls in unzählig vielen Windungen in's Un- 
endliche verläuft, überhaupt, so erkennt man leicht, dem ersten 
vollständig congruent sein muss. 

Der Gleichung der linearen Spirale: 

i)t. = -, 

zufolge, gehören zu zwei Winkeb, die sich um 360® unterscheiden, 
die Falurstrahlen: 

ri «^ ^ 9„ »-,=^(91 + 360«). 

Ihre Differenz r^ — r^ ist also gleich der Constanten a; darum 
müssen alle Windungen gleich weit von einander entfernt sein. 
Hieraus folgt ein einfaches Verfahren, mit Hülfe einer vorhergehen- 
den Windung die folgende zu construiren. Aus 1 erhält man 
durch Differentiation: 

dr a d^r 



dff 2ic' dff' 

woraus: 



= P, 



Pol. SubnorL = ^, p = L ^^^ ^^ , 



14 



^12 

• 

folgt* Diese Werthe lassen sich folgendermaassen geometmch dar- 
stellen. Ist (Fig. 76) pq = A^m = a^ und pr \\ Atf dann mnss 

der Proportion 2a|ic:aj := a:rq zofolge, rgr = ■—=Subnorl. sein. 

Errichtet man also zum R.y. QA^ des Punktes Q (Fig. 77) in A^ 
die Senkrechte A^P=rq, dann ist PQ die Normale zur Sfurale. 
Zieht man darauf sowohl zu QP wie zu QAf^ zwei Perpendikel, 
welche sich in S schneiden und verbindet S mit A^ durch eine 
Grade, dann wird letztere der QP im Mittelpunkt H des Osculations- 
kreises begegnen. Denn, GP\\ QA^ vorausgesetzt, ist: 



SG— 


»2 

-IT' -5^ 
a 


^ 


2« 


tgSA^Q — 


iL 




2ic 


ffieraus und aus: 





r» 



+(Ä): 



a 
2i 



tgPQA,= 



a 

ja 



ergiebt sich: 



TTQ—OA sin&AtQ 

^^-^i 'Bm(SA,Q+PQAO 






r2 



Der Inhalt derjenigen Fläche, welche von der Achse des Coor- 
dinatensystems einerseits, von der nten Windung der archimedischen 
Spirale andererseits begrenzt ist, wird durch: 

r2 dr = ^ (3 w2 — Sn-f- 1) 

(n-l) a 

dargestellt. Darum muss der Inhalt der Fläche A^a^'fZ ..• MA^ = 
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;iDges = -^ (3.2' — 3.2 + 1)-, 
— — = 2a^iv, allgemein der Inhalt des nten Ringes = 2nain eein. 

S. Die paraboUsohe fi^irale. 

Die zun Grunde zu legende Parabel sei die LAL^ (Fig. 78} 
jler Gleichung y^=2pxi ^p^(j4,m)ir (Fig. 79) = 2.a|Ä werde 
ebenso wie der Kreis in 12 gleiche Theile zerlegt Auf den 
Durchmessern den leti- „. _. 

teren sind dannTon^t 
aus nach beiden Kich- 
tungen hin die Ordinaten 
der Parabelpunkte ab- 
zutragen, weil zu jeder 
Abficiaae, d. L zu den 
Kreisbogen: ml, in2, 
mi ... swei gleich lange 
nur im Vorzeichen ver- 
fichiedene Ordinaten ge- 
hören, so dass Aia^ ¥ig. 79- 
/!,(.)= 11= 1(1), ^,P 

A,^=A,i^)=3m = 

3(111)... seinmuss, wenn 
Aia^hM . .. dem Pa- 
rahelbogen A L und 
^i(o)(ß)(T)(8) ... dem 
Parabelbogen AJn ent- 
sprechen soll. 

Aus der Gleichung der 
parabolischen Spirale: 

2) r* = 2paif 
erhiüt man fax die Differenz zweier R. V., deren Winkel sich um 
360** unterscheiden: 

4a,p.Tc 

»■j — ""i — ;7+77* 
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Weil der Werth der rechten Seiten letzter Oleichnng abnimmt, 
wenn r^ nnd r^ wachBen, nnd achliesalicb in Null Übergeht, wenn 
Ti und r2 unendlich gross geworden sind, so folgt, dass sich die 
Windungen der parabolischen Spirale einander immer mehr nähern 
und in der Unendlichkeit ganz zusammenfallen. 

Der Gleichung 2 zufolge ist: 

Pol. Subnorl = ^ = ^^] 

dtf r 

wenn demnach A^G^ =FG (Parameter) ==|) gemacht und 6rjJV|| JfP 
gezogen ist, dann muss MN die Normale der Curve im Punkte M 
sein, weil aus der Proportion: 

A^G^ ~ A^N ^•'- p ~ IJf 
sich ergiebt: 

i r 

Und weiter erhKit man ans: 

dr j>0( d^r p'<»i' 

d<f r ' tiep' r* 



P = 



(MN)* (M2^* 



(MN)^ + 2 . (A,N)i (A,N)' 

^'T'''* MN 

(A N\* 
oder weil, 4jJ8 _!_ MN rorauBgesetst, ■ ■ ^ ' s= NB «ein nrass: 

_ (MN)^ 
^~MN-^2.NB 
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t 

Der hieraus folgenden Proportion: 

MN+2NR:MN= MN:p 

gemUaa lägst sich der Krümmungsmittelpunkt leicht bestimmen. 

Für den Inhalt z. B. der Fl&che A^a^-^hMA^ erhält man, 
wenn A^M kurzweg mit r bezeichnet wird: 



Fl.=4 1 rAdr=^ 1 r^dr='^ 



^4 A«3 



S.r.NA^" S.NA^ 


Dieser Ausdruck lässt sich folgendemiaassen construiren, Ist ^^6 = 
-^ und he = r, dann muss Rediteck A^gcb == --- sein; wird letz- 

o o 

teres in ein anderes inhaltsgleiches defA^ verwandelt, welches die 
Seite A^d = A^N enth&lt, und darauf /e verlängert, bis sie die 
durch M gelegte Parallele zu ^^^gr in A schneidet, dann findet statt: 

MhfA^ ^ MhfA^ _ r 
defA^ r^ '^ A^n^ 

" T 



demnach : 



r3 



^^^"^^ = T:Ä;ii = ^i«ßT8^^i* 



3. Die hyperbolische Spirale. 

Legt man eine gleichseitige Hyperbel, bezogen auf ihre recht- 
winkligen Assjinptoten als Coordinaten- Achsen, d. u legt man eine 
Curve der Gleichung (s. Gap. VII, 3, pag. 100): 

der vorliegenden Spirale zum Grunde (Fig. 80 und Fig. 81), so 
erkennt man leicht, dass die unendlich grossen Fahrstrahlen der 
ersten Punkte der Curve immer kleiner und kleiner, und schliesslich un- 



endlich klein wer- Kg- 84. 

den rnttssen. Der- 
jenige llieil d. Spi- 
rale, welcher dem 
Hyperbel - Zweige 
LQM entspricht, 
wird eich also, wie 
die Wiiß-[ . . . , dem 
Pol A I immer mehr 
nähern nnd erst 
für ein unendlich 
grosses tf mit ihm 
zusammen fallen; 
darum nennt man 
A , einen assjmpto- 
tischen Punkt. Der 
2te Zweig I^QJii 

der gegebenen Hy- "^- "'■• 

perbel liefert einen 
zweiten Theil der 
hyperbolischen Spi- 
rale :^,(a)(ß).. . 
... (^i), welcher 
d. «rsten natürlich 
voUstSndig congru- 
ent isL 

Nehmen wir der Einfachheit halber den RadluB A^m = a = 
m y\ (m ist die halbe Achse der Hyperbel) , so wird die Spiral- 
gleichung : 

3) Tvp = a 
sein miUsen. Weil hieraus für die Ordinate hS = 




folgt, und der Werth des Quotienten — ? für jedes endliche 9 klei- 

ner 1 , flir ein unendlich klunes ^ gleich 1 sein muss ,' so erhellt, 
dass beide Zweige der hyperbolischen Spirale, sowohl Nha^ ... Ay 
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wie N^ (a) (ß) . • • A^ sich der durch P gezogenen Parallelen zur 
XAohfle immer mehr nähern mttsaen, jedoch erst in der Unendlich- 
keit mit ihr zusammenfallen. So wie also der Pol A^ als ein 
assymptotischer Punkt, so muss die GPG^ als eine assymp- 
totische Grade erklärt werden« 

Durch Differentiation erhält man aus 3: 





dr a r^ 
dff ^' a 




demnach: 







P.Subtg=r«^ = -a und p = -^ 

Vorausgesetzt, (Uss A^Q, zum R. Y. ^^ß winkebecht liegt, muss 
also Qß oder 77 die Curve im Punkte B tangiren; und wenn 
ßßi X ^ H muss: 



-4jPj=P.Subiirl=;^= , darum: p = 



2 



dff a ' ^ r^ r 

■ 

seim Dieser Werth lässt sich leicht geometrisch darstellen. 

Der Inhalt eines Sectors, ^A^hy begrenzt von einem Curyen- 
stück ßA der hyperbolischen Spirale und den Fahrstrahlen ^^ß = ri, 
Aih = r2 seiner Endpunkte, ist, wenn die jL^^A^X und hA^X 
kurzweg mit ^ ^ und ^2 bezeichnet werden: 



•^ ?2 V 92 



^g^^ ra— -rA _ a(r2— r^) 



4. Die logarifhmische Spirale. 

Die Ordinaten der Punkte einer logarithmischenLinie (p. 185) LM 

X 

(Fig, 82) der Gleichung: y = me^ {AP=^m) sind sänuntlich posi- 
tiv; die Abscissen sowohl positiv wie negativ. Die logarithmische 
Spirale ist demnach folgendermaassen zu construiren. Wird der Ra- 
dius A^m des Grundkreises der Einfachheit halber =AP:=m ge- 
nommen, dann muss II auf ^^l, 211 auf A^2f 3111 auf ^^3 . . ., 
dagegen (1)(I) auf il^ll, (2) (II) auf üi^lO, (3)(in) auf A^9 . . . 



von Ai Kiu abgotngen wer- 
den, wenn i»l = 12 ^ 2S 
= ... = «111 = 1110.... 
= 41 = 12=23. ..=.4(1) 
= (l)(2)=...vonnageietxt 
wird. Die logarithinische 
Linie verliiiit nach beiden 
Richtungen hin ins un- 
endliche; darum mnss mit 
maß . . . dasselbe der Fall 
Bein, und mues der Spiralen- 
theil ma|p]Yi^i*i ■■* ^"^ 
dem Pol immer mehr nX-. 
hem, um in der Unendlich- 
keit mit ihm Eusammenzu- 
fallen. Af ist also in Be- 
sag auf die logarithmische 
Spirale ein assj'mptoti- 
seher Punkt. 

Ans der Gleichung der 
Curve; 

4) r = ineT 






P. Snbnrl = i-, p = (2r>)i = rY2. 

Wenn demnach 4(P^ A^^ winkelrecht in ^jß liegt, dann igt 
Pß nicht nur die Nonnale zur Corve, sondern auch gleiehsekig der 
Krttmmungshalbmeaser , P also der Mittelpunkt desjenigen Kreises, 
welcher mit der logaiithmischen Spirale im Punkte ß eine Bertihrang 
zweiten Grades eingeht 

F&r ein beliebiges Cnrvenstllck aß ergebt sich, wenn die 
B. T. 4,ß und A^tt der Endpunkte mit R^ und r, bezeiohnet 
weiden: 



\.^w = Ala und m>\\A,P vorausgesetzt, muss demnach: 

Bogen ctß = pu 
ein. Und fax den Sector ß^i« üt: 



FlScte = 



6. Sie Spirale der Oleichni^: '■ 

Ffir eine Spirale, wel- 
cher die Cnrve der Glei- 
chung: j,^«-»*(p.lS3) 
zum Grunde gelegt ist, 
erkennt man leidit, ,das8 
die Radii vectores von 
Ai-m {Fig. Sb) = AM-) 
(Fig. 8 4) ausgebend, stets 
abnehmen müssen , so 
doss sich die Linie selbst 
immer mehr dem Pol A , , 
welcher auch in diesem 
Falle als ein aasjmpto- 
tiscber Pmikt su erklX- 
ren ist, nShert In m 
vereinigen sich die bei- 
den congmenten Zweige 
der Spirale, von welcher 
dereine mtt^-[i ..• Ai 
demCurventheilAfL, der 
andere m(a)(p)(Y}(B)^.^i 
dem Curveiitheil ML^ 
entspricht 

Aas der Spiralen-Glei- 
chung: 



") El rentcht dch nm lelbst, dara man ancli eine Ttm AM Terschieden« 
Lfing« all HslbnMwei des QnmdkreÜM hfitte netunen können. 
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folgt: 

-^ = P.Subnrl = — 2rtp. 

Macht man nun A^q=2 .A2=i2<f und zieht ßp || 2^, dann ist wegen: 

iljp : 4|2 = Ajf : Ä^q 
oder: 

r : 1 = ^ip : 2<p 

iP ^^ 2i^« 

Wird also ^|/5 = wdjp vorausgesetzt , dann muss Si die Nonnale 
zur Gurve im Punkte ß sein. 

Für den Krümmungshalbmesser findet sich aus: 
dr _ d^r 

_ (r»-f 4y»r«)i _ [r'+a,/8)«]t _ (p/S)» _ (ßS)» 

und weil, wenn AiV J_ ßo liegt, -^= ß« sein nra«: 

_ ß* 
P ~" 2pt;4-ß-S" 

Demnach ist p der I*roportion: 

2(pi>)4-ß«:ßÄ = pÄ:p 
oder: 

2(ßü):ßS=ip5 — p:p 

gemXss folgendermaassen za constmiren: Man verlängere ßiS um 
2ßt; und ßilj um iljJT, so dass ßir=ßiS ist, sieht duauf Sl || tK, 
dann wird derjenige Punkt der ^S, welcher von ß um ß2 entfernt 
ist, dar SGttelpunkt des Osculationskreises sein müssen. 



Cap. 5. 

Die EToluten und ETolventen. 



Denkt man sich in jedem Punkte einer stetigen Curve an die- 
selbe einen Oseulationskreis (p. 149 — 168) gelegt, so werden offenbar 
die Mittelpunkte dieser Kreise eine stetige Aufeinanderfolge bilden und 
eine Linie bestimmen müssen, welche in Bezug auf erstere Curve ihre 
Evolute genannt wird. Bezeichnet man wie früher die Coordi- 
naten desjenigen Punktes, welcher das Centrum eines Elreises ist, 
der mit der gegebenen Curve der Gleichung /(a?, y)~ im Punkte 
Xf y eine Berührung zweiten Grades eingeht, mit a und ß, dann 
müssen, wie in p, 1 59 nachgewiesen ist, zwischen a, ß, x und y die 
Relationen existiren: 

' \dxJ dy 

d^y dx 
dx^ 

2) ß = y4- 



Eliminirt man nun aus 1, 2 und: 

3) /(«, y) = 
die Repritsentanten. der Coordmaten irgend eines Punktes der gege- 
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benen Curve, d. L eliminirt man die Variabelen x und y, dami nam 
eine Gleichung swiBohen a und ß, etwa: 

F(a, p) = . 

resoltiren, welche der Evolute der Linie: f(x,y)=^0 angehört 

So findet man z. B. für die Parabel der Gleichung y^ = 2fx 

dy p ^ dy^ p^ 

aus: ^=^und-T*^= — ^: 
dx y dx^ y* 

a = 3x-{-P> daher: assss — — ^ 

Demnach ist die Gleichung ihrer Evolute: 

Die Parabel-Evolute muss denmach eine N^*aehe oder aeniicubiache 
Parabel (p. 177) sein, deren Scheitel der Punkt: ««s-f-p, ß = ist 

F. ai. Emp« ^ ».1^, ?; + 1; = . ^. »H ^: I 

dy h^x d^y b^ 

dx a^y' dx^ a^y^ 

Die Gleichung ihrer Evolute ist demnach: 

(a . a)^ + (ß . 6)* =: (a^ — 62)1, 

woraul^ folgt, dass diese Corve sowohl Abscissen- wie Ordinaten- 
achse des Systems in zwei gleichweit vom Anfang entfernten Punkten, 
nämlich: 

a^ — b^ . . 



X Achse in : a = + 



FAchse in: ß = tJ- 



a 



2g3 

schneiden muas. Und ferner erkennt man leicht, dass die Achsen 
der Ellipse ihre Evolute in 4 congruente Zweige zerlegen, von denen 
jeder gegen die XAchse darum convex liegen muss, weil der zweite 
Diflferentialquotient : 

mit dem (&r ß ans der Evolutengleichung erhaltenen Werthe das- 
selbe Vorzeichen hat. Im Uebrigen sieht man aus ihren Gleichun- 
gen, dass die EUipse.nevolute mit der Ästrois (p. 207) grosse Aehnlich- 
keit hat. 

Bemerkenswerth ist noch die Länge des Evolutenbogens ; der- 
selbe ist zunächst durch den Ausdruds: 









bestiffimt Üfe Integration ausgeßihrt, ergiebt sich: 

tt» — 6» 



Bogen =£ 4 



ab 



Für di^ erste Hafte eines Zweiges der gemeinen Cjkloide 
(p* 192) ist bekanntlieh: 



r — 
a*=rarccos 



r V r fa?=r(^ — sinQ 

l_3L_T/2ry-«2 oder: { 

T y ^ ^ ly=r(l — cosQ. 



EÜeraus folgt durch Differentiation nach x\ 



^ = l/— — 1 '^= L 



80 dass: 



also: 



p = — y und a = a? + 2 j/— 2rß — ß^^ 



y = — . ß und a; = a — 2 |/ — 2rß — ß^ 
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sein maan. Diese Werthe in die Cykloiden- Gleichung eingesetzt, 
entsteht: 



} 



a = r.arc cos 

r 



t+i^_l/_2rp— p2. 



Verlegt man jetzt den Anfang des Systems nach dem Punkte: 
a = -|- ncy p = — 2rf wShrend die Richtung der Achsen unver- 
ändert gelassen wird, so dass zwischen den ursprClnglichen Coordi- 
naten a u. ß und den neuen a^ u. ß^ irgend eines Gurvenpunktes 
die Beziehungen: 

a "{• «t ^ *% oder: a = — ®i "f" *^» 
ßj — ß = 2r, oder: ß = ßi — 2r 

existiren, dann wird die Gleichung der Cjkloiden-Evolute in Be- 
ziehung auf dieses letztere Coordinatensystem: 

— «1 +nc = rarccos(— ^^^=^)4-V2*fi— ßi» 
oder: a^ = r [ir — arc cos^— ^"~P^ )j — V2rß, — ß^» 

oder: a^ =rjarccos( — 1) — arccosf ^jj — |/2rßi — ß^ 

sein milssen; und zieht man endlich noch die beiden cjklonometri- 
sehen Grossen mit Rücksicht auf die Formel: 

arccosm — arccosn = arc cos(mn-|-V(l — *»^) (1 — «*)) 
zusammen, so erhält man als Evoluten-Gleichung: 

ttj = r arc cos^^^^^ — y2rßj — ßj^ 

und erkennt sofort aus diesem Resultate, dass die gemeine Cykloide 
ihrer Evolute congruent sein muss. — 

Die Evolutengleichungen der meisten Curven, z. B. der Lem- 
niskate, der Cissoide, der Spiralen u. s. w. sind häufig von so 
hohem Grade und so complicirter Form, dass es entweder sehr 
schwierig oder gar unmöglich wird, aus ihnen die Gestalt der zu- 
gehörigen Linie zu erkennen. In solchen Fällen muss man zur 



i 
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Verzeichnung der Evolute von folgendem Verfahren Gebrauch 
machen: Bekanntlich ist die Gleichung der Normalen an eine 
Curve der Gleichung y=f(x) im Punkte x^^y^: 

dx. f 

y-yi=-:5^(«-a'i) 

und die Gleichung der Nonnalen an dieselbe Curve im Nachbar- 
punkte: a?i -|-daJi, y^ -f-<iyi- 

. dX\ , *\ 

Diese beiden Graden schneiden sich in einem Punkte, für dessen 
Coordinaten a und ß aus den letzten Gleichungen folgt: 

(dx^ dxy\ ajida?j-|-(rfa?j)2 dx^ 

oder : 



oder: 



^^\dx^/ dy^ dy^ 



^ d^yi dx^ dx^ ^* 



dy* 

und weil die unendlich kleine Grösse -^^ dy^ ^^g^^ die anderen 

dx* . . 

endlichen Grössöti zu vernachlässigen ist: 



«1 



' \dx^/ dy^ 



d^y.i dx^ 



dx^ 

ß = yi+- ■ 



dx^ 



*) Hierbei ist x als unabhängige Yariabele rorauBgesetzt, so dass ci^ X| = 
sein miufl. 

Grelle, Anal. Geom. d. E, -1^ 



Diese für a und ß erhaltenen Werthe lind aber mit denjenigen 
identisch, welche auf pag. 159 fDr die Mittelpunktscoordioaten eines 
Oscnlationskreises gefunden wurden; hienuu folgt, dass der Dnrch- 
schuitt jener Normalen ein Pnnkt der Evolute der gegebenen Cture 
■ein moss. Aus dieser üiatsache leitet sich nun offenbar eine 
Methode her, die Evolute ohne Hülfe ihrer Gleichnng desto genauer 
zu verzeichnen, je nXher die zur Constmction verwendeten Normalen 
an einander liegen. 

Es seien wieder a und ß Fig. 811. 

die Coordinaten des Mittelpunk- 
tes M (Fig. 86} eines Kreiees, 
der mit der Linie LiS^ der 
Gleichung y =J\x) im Funkle 
St^{ic, y) eine Berührung zweiten 
Grades eingeht, so dass, wie im 
Th.II. Cap. 1, IV. pag. 159 be. 
wurde, die MMf zur Tangente 
PQ senkrecht liegen und darum 
stattfinden muss: 

/L JfJ/,ß = -},=Ä9 — 90», 



Denkt man sich jetzt an die Evolute LS im Punkte M (o, ß) 

- eine geometrische Tangente gelegt, dann wird, bezeichnet man den 

Winkel dieser Tangente und der X Achse kurzweg mit y, beiuumtlich: 

und wenn man statt ß und a ihren Werth in x und y ausgedrückt 
aubstituirt : 









+ CL-) dg 
d'g dx\ 
dx' 
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oder: 



tgY = 



ii+'-B^ 



^\dxJ d^y dy dG\^ 
d'^y dx^ dx dx 



l — 



dx^ 



und reducirt: 



tgT = 



dy . dG 

dx*' dx dx 



<^yMy [ dG \ dy 

dx\dx * dxJ 



sein. Denselben Werth fanden wir bereits für tg<{^; hieraus folgt, 
dass der Ertimmungsbalbmesser nicht nur zur Ourve L^S^ senkrecht 
steht, sondern auch gleichzeitig die zugehörigen Evo- 
lute tangiren muss, — Gorrespondirt mit einem zweiten Punkt 
Ni der gegebenen Curve L^S^ der Evolutenpunkt N^ dann wird,, 
setzt man m« = cfcc voraus, M^m — N^n = dy , M^N^ = MK 
= da, NK = NN^ — MM^ = dß und NN^ — MM^ = dp sein 
müssen. Der Werth dieser letzten Differenz der beiden Krümmungs- 
halbmesser wird dadurch erhalten, dass man MM^ = p in o?, y, a 
und ß ausdrückt, nach x differentiirt und das erhaltene Resultat 
nach dp auflöst. Und zwar findet man aus: 

pJ = (a _ X)« + (ß - y)» 
4) df^^^n^da-^^I^dx+tZld^-tzldy 

Weil aber: 

ß — y MR , , ^^, ■ dx 

oder: 

(ß — y) ^y -|~ (a — x) d« = 



*) Der Kane halber iat der Quotient =5 mit ö bezeichnet. 

15* 
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sein mum, so reducirt sich 4 auf: 

P P 

tHi = gin (^ — 90) = — co8<p 

nnd wegen :{ 

= co8(f — 90) = 8in ff 

^ P 

auf: 

6) sinf da — cos ff d^ = df. 

Berücksichtigt man endlich noch- die bekannte Relation : 
d6 dx eoso 

-^ = — -— = — C0tg9 = r— ^ 

da dy ^^ sin<p 

also: 

7) Binf c2ß -|- cosf c!a = 0, 

indem man die linken und rechten Seiten der Gleichungen 6 und 7 
quadrirt und darauf addirt, 80 entsteht: 

8) da^ + rfßi = df^ 

und weil, wenn das Bogenelement MN der Evolute mit do bezeich- 
net wird: 

stattfinden muss: 

9) c?p = da 

oder: 

NN^ — MM^ = arc.JtfJV. 

Hieraus folgt, dass der Endpunkt eines vollkommen biegsamen, 
nicht dehnbaren Fadens, welcher auf die Evolute LS gewickelt 
war, die Curve L^S^ beschreiben muss, wenn der Faden, stets in 
gleic&em Maasse angespannt, von der Evolute abgewickelt wird. 
Aus diesem Grunde hat Huygens die Curve LS die Evolute der 



Curve LiSi, und die Curve X|<Si die Evolvente') der Curve 
LS genannt 



*) "VfitA daa eine Ende ein» TöUig' biegeitmeii , Dnanadehnbitreii Fadens auf 
einer Crare AB (Fig- 87) fortbewegt, bei dieser Bewegung jedoch nnr soriel 
Kraft anfgewendet , als lur Ueberwin- pj- ^j_ 

dnng der Beibnng nolhwendig ist, so 
beschreibt der andere Endpunkt des 
Fadens eine Cuitg ÄiS,, «eiche ihrer 
£ntstehuDg halber Znglinie oder 
Traotorie genannt wird. Die feste 
Ciirre AB heisst Directrii, die 
Länge des Fadent der Parameter. 
Weil die Tangente der Zuglinie stets 
in die Bichtnng des Fade na fallen, 
abo MN = ll,if, = MjNj ^ jeder 
Tangente vom Berübrungapankt bia zum 

DoTChgangsponkte durch die Directrix = dem Parameter sein muss , so hat man 
foIgende'Wege einnuchlagea, um einmal aus der Directrix die Tractorie und eia 
andermal aus der gegebenen Tractorie die Directrii abtuleiten. 

Werden die Coordinalen ÄQ nnd MQ eines beliebigen Punktei M der Zug- 
linie mit et und ß bezeichnet, die lanfenden Coordinaten irgend eines Punktes 
der geometrischea Tangente tfit mit uundo, dann bt die Gleichung der lettteren: 

wenn^Mu der noch unbekannten Tractorien-GleichiBig: -^(cC) ß)^0 genom- 
men wird ; folglich mSsien die Coordinaten Xi nnd yi des Punktes Jf, in welchem 
die Taagent« durch die Directrix / (x, y) = geht, gleichzeitig den drei 
Oleichnngen ; 

II- »,-?=§(»■, -»)i III./(a^„y,) = 0, 



IV. NM=r^mtla = o = V(?— yi)'+(«— "^l)' 

GenSge leisten. Dutch Elimination der Gröagen X| und yi aus diesen Ausdrücken 
erhält man ztmSchet die Differentialgleichung der Tractorie, welche also schliess- 
lich noch einet unbestimmten Integration zu unterwerfen ist. Der Gleichung 
IT pflegt man dadurch schon Tor der specieOan fiechnung eine andere Form in 
geben, dass man statt dar Differeni; ß — ^|0d. a — 3!| ihren aus 11 entwickel- 
ten WerUt lubstituirt Die für die Bestimmung der Zuglinie ca benutzenden 
Qldchnngen und dann entweder: 
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Die Aufgabe y die Evolyente einer gegebenen Evolute zu be* 
stimmen, ISst man am einfachsten mit Hülfe der vorhin schon b^ 
nntsten Gleichungen; 



yi-P=^(«i~«)./(*i.yi)=o, a=(«-a!t)y'(^'+l 



oder: 



yi-P=^ («1-«). /(«i.yi)=Oi «=(p-yi)V(^ +i • 



In dem sp«eiellen Falle , in welchem die Abiciafleii-Acliee des Coordinateii- 
ijfteais, d. L die Grade der Gleiehaiig : y=sO Direetrix ist, enteteht dieHnyge- 
nieche (naeh ihrem . Erfinder Hnjgena henannt) Traotorie. Als ihre DüEerential- 
gleichnng folgt ans II und IT: 

- ß = ^ («1 -«) , « = Vß» +(«-«!)» 
durch Elimination Ton Xi : 



ffierans erhält man durch Integralion: 

(Ueber die Eigenschaften dieserCnrre sehe man: Klfigel, Mathematisches Wör- 
terbach. Thl. 5, pag. 79 mid Magnus, Sammlung yon Aufgaben und Lehrsatsen 
aus der analytischen Geometrie, pag. 651.) 

Um aus der gegebenen Tractorie ÄiBi die sugehörige Birectrix lu finden, 
überlege man, dass es nun darauf ankommt, die Coordinaten x und y des Punk- 
tes JV der beliebigen Tangente RM zu bestimmen, welcher yom Berührungspunkt 
um a (die Linge des Parameters) entfenit ist Dieser Zweck ist folgender- 



V'+m 



maassen zu erreichen. Aus RM=^ ß -tk und aus ÄiY: y=Älf : ß 

da 

erg^ebt sich zunächst: 



i 
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a — a; = p cos(f — 90) = p 



Vl4-tg«(<p — 90) 



'«r >> <^ 

V. y==p — a 



da a 



und well der der Tangentengleichimg : V — ß=-J- (u — «) zufolge AR = 

VI. x===AE + RS = a — a ^ 



Entfernt man jetzt ans Y, Yl nnd der gegebenen Traotorien-Gleiehnng ^(a, ß) 
= die Yariabelen a und ß, so resultirt eine Belation zwischen x und ^, welche 
der gesuchten Directrix angehört 

« 

So findet man z. B, für eine Tractorie die Gleichung: a^-}-ß^=r2 

rx = ra — aß, ry = rß -|- aa 
und hieraus: 

_ r(ay-H^) o _ r(ry — eKc) 
Demnach ist die Gleichung der Directrix: 

{<iy"\'rx)^ -^{ry — aa?)* = (n^-f"^^)^ 

und reducirt: 

x^ -j- y2 = r^ -|~ ^^ • 
So wie zwei solche Curren, ron denen die eine von allen Tangenten der anderen 



und wegen tg (tp — 90) = --£^: 
10) p - j, = p 




^Yda^ -\-t 
Bestimmt man nun aus der gegebenen Gleichung der Evolnte: 

-}- u. -i- welche im 

dp ' dp 



dieselbe Länge tttwcluietdet, in emem derartigen Znummenhonge stehen, daas, «io 
wir eben getei^ loben, am der Olrichnng der einen IJnie sieta die der andern 
gefunden werden kann ; lo laut üch BDch 

iwiicheu den Cniren eine ähnliche Bcaie- Fig- 89. 

hnng nachweisen, ron welchen die eine 
TOD 4en Normalen der andern ein con- 
itantei BtSck abtchncidet. Bezeichnet man 
uäniliGh die Coordinaten irgend eines Punk- 
tet (Fig. ^9) der gegebenen Corre LM mit 
Xf nnd yi ; die Coordinaten dei c 
direnden Pmklee P| mit a ond ß, lo u 
weil QP tenkreoiit in LH Hegt : 



weau PPf =a vonuugesetrt wird: 



'^'=»'f+(lt)'+" 



liefort die Proportion QP : FB = QPi : PiBi: 



Hieran! erhalt man nnfichit: 
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Allgemeinen als Functionen von a und ß erscheinen müssen, eliminirt 
darauf aus tO und 11 und /(a, ß) = die Yariabelen aundß, so 
resultirt eine Gleichung zwischen x und y, welche der gesuchten 
Evolvente angehört 

Die eben angedeutete Rechnung erfordert bei der Bestimmung 
des Krümmungshalbmessers p eine unbestimmte Integration; man 
wird nämlich aus: 



dxt 
und weil der Normalengleichong : y — ^j := -> — -^ (x — x^) zufolge ; ÄQ = 

flC| -f- yi -^ Bern miia» : 



VIII. AR^ = a==x^ — a 



dx^ 



V' + {^) 



Eliminirt man jetzt X| und ^i aus YII, YIII und F(x\, y|) = (wir setzen 
F {Xj y)=zO als Gleichung der Curye LM voraus), so muss eine Gleichung 
zwischen a und ß zum Vorschein kommen, welche einer linie L^Mi angehört, die 
von allen Normalen der LM das nämliche Stück PP\ = a abschneidet. Werden 
yil und VIII nach x differentiirt und darauf die Derivirten der rechten und 
linken Seiten durcheinander dividirt, so entsteht: 

d-^y 





^y], - «*«* l 


/f 


d^ 
da> 


dp l L "'"V<te/ J J 


dy 


da 
dx 


da d^y 

dx^ 

1 ^ 


dx 



'+©■] 



\ 



Wdl hieraus folgt, dass die Tangente an die LM im Punkte F der Tangente 
an die J^iMi im correspondirenden l^unkte F\ parallel sein muss, so hat man 
LM und L\M\ selbst parallele Linien genannt. Und weil weiter jede Nor- 
male der XAf auch gleichzeitig zu L(M\ senkrecht liegen muss — das ist eine 
unmittelbare Consequenz aus dem ParalleHsmus der Tangenten — , zwei aufeinander 
folgende Normalen sich aber in einem Erolutenpunkt schneiden müssen, so eihellt, 
dass zu einem System paralleler Eyolyenten nur eine einzige Evolute, umgekehrt 
dagegen, zu jeder Evolute ein System paralleler Evolventen gehören muss. 



d«n Bftdins zu berechnen haben, Kerdnrcb vird eine ntUktirliche 
ConaUnte in dos Reaulut (die Evolventen -Gleichung) eingeflihrt, 
woraui m •chlieasen ist, dau einer Evolute unendlich viele Evol- 
venten, die unter einander parallel (m. s. d. Anmerkung) sind, 
angehören. Diese Bemerkung konnten wir schon damals, -als die 
Entstehung der Evolvente aus der Evolute durch eine stetige Be- 
wegung eines Fadens bewiesen wurde, darum machen, weil offenbar 
jeder Punkt des beweglichen Fadens eine Gurre erzeugt, welche 
in Betug auf die Evolute LS ihre Evolvente sein muss. — 

Unter allen möglichen Evolventen [>flegt man diejenige einer 
besonderen Betrachtang zu unterwerfen, deren Evolute ein Kreis, 
etwa der Gleichnng; 

13) a» + p» = Ä> 

ist. Ans 13 u. 14) j^ =^ — -j,- erhält man zunächst: 

und: 

Um nun die Constanlen C und C, ^^^' ^^' 

so zu bestimmen, dass die Gleichung 

derjenigen Kreise volvente resultire, 

welche durch den Punkt P(Fig. 88) 

verläuft, äberlege man, dass im 

Punkte P; a = -B, p = der 

Krümmungshalbmesser p gleich Null 

ist, die Grössen C und C^ also ans 

den Gleichungen: 



r-fc, 
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zu entnehmen sind. Hieraus folgt nber: C =z C^ =r (^. Eliminirt 
man demnach aus den drei Gleichungen: 

17) x=a — p-j-==a+jBarccosT7i.-5-==a+Äarccos^.---7==::b=== 
^ ^df ^ B dp ^ R yH}^ p2 

= a-j-V^^ — *^ arccos-^ 

18) y===Ö — p-|==8— JBarcsin4- j^=P— Äaro8m4.--7===^^^ 
^ ^ ^ ^ dp ^ R dp ^ R y^2 ^p2 

=- p — l/S^ITpa arc sih-l 

19) a«4-p« = Ä' 

a und p, so wird sich die gewünschte Evolventengleichung ergeben 
müssen. Jedoch ist es für die geometrische Betrachtung der Curve 
Yortheilhafter, wenn man nicht den eben angedeuteten Weg verfolgt, 
sondern die Coordinaten a und p irgend eines Evolutenpunktes M 
(Fig. 88) durch die Einführung des Winkels MAP, der mit ^ 
bezeichnet werden möge, in folgender Weise entfernt. Aus: 



p yR^ — tL^ , , a l/if2 — p2 
sm^, = ^ = il— g und cos^, = -^ = j; 

erh&lt man: 



P = y^iJ2 — a^ = J? sin^j/, ^ = arc sin-^ 
a = |/ä2 — p2 ^^ /j cosij;, ^ = arc cos-^. 

Diese Werthe in 17 und 18 substituirt^ liefern als Gleichungen 
der KreiseTolvente : 

20) a? = J? cosij; -f- Ä sintj;.<j; = jB (cos«!* -j" ^ f^^"^) 

21) y z=i R fiin<J^ — R cos<|^.^ = R (sin^j; — ^ costj;). 

Für Polarcoordinaten: AM^=^r, AM^AX=(f findet man schliess- 
lich, wenn 20 und 21 quadrirt und darauf addirt werden: 

«2 ^y2 =i?(l-[-^2) = JB2 -j. JB2^2 
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oder: 



und weil: 



also: 



i-^^HH = ^ = Z. M^if ^ -f <p 



tg(MÄM,) = ^= B 



LMAM, = arc tg V*'' ^^ 



22) <p = Jl__ arctg-?-— g 



Aus dieser Polargleich ung der Kreisevolvente folgt durch Diffe- 
rentiation nach r: 



sein muss: 



dr rR 





so dass die polare Subtangente ^^=— ]/r2 — JS^^ und NM^ 

= Ä "*• 

Für die Fläche eines beliebigen Sectors M^AP hat man: 



Fl.=i I r^:^dr = 1t I ^ll^^^3?!dr 



_ (r2 — i;2)^ _ MM^.AN ^ M^Q.MyA.NA ^ itf^Q.iVlA 
~ 6.Ä ~ 6,r ~ 6.r "~ 6 * 

Verbindet man also denjenigen Punkt der -M^Q, welcher von M^ 

um — 5 — entfernt ist, mit dem Punkte N durch eine Grade , sq 
o 

' entsteht ein Dreieck^ welches an Inhalt gleich dem Sector ist. 
Mit Rücksicht auf die allgemeine Formel: 



237 



•=JS^^^'* 



erhält man: 




Bogen P3f 1 = i^-^^^ ]/ r^ + j^--^, dr 






JV^— Ä 



Cap. 6. 
Die Trajectorien und rmhüllnngsliiiieii. 

1. Die Trajectorien. 

Betrachtet mm die in einer Gleichung: F(x,y,m)^:=0 ent- 
haltene Grrösse m als eine wUIkfirlicb'e Constante, ao teprSsentirt 
jene Function offenbar ein System von Curven, die in ihren Eigen- 
schaften tibereinatimmend sind und nur in ihren Gleichungen durch 
verschiedene Werthe der Constanten m differiren; so stellt z. B.: 
(x — «)'-|-{y — P)*^=*'' eil System concentrischer Kreise, y^^2px 
ein System von Parabeln desselben Scheitels und derselben Achse 
dar, wenn im ersten Falle r, im zweiten p als willkürlicli conatant 
aufgefasst wird. ^ 

Diejenige Linie nun, welche jedes Individuum einer solchen 
Cnrrengn^pe anter den nXmlichen Bedingungen schneidet — und 
zwar verlangt man gewShnlich, dass die schneidende Lisie mit 
jeder Curve des Systems den nlmlichen Winkel ein- 
achliesst — nennt man ihre Tra- 
jectorie. Nehmen wir, um die 
Gleichung der letzteren za err 
-halten, an, daas (Fig. 90) LM 
und L^Mj irgend zwei Curven 
der Gleichung F(x, y, m) = 
sind; bezeichnen wir die laufen- 
den Coordinaten irgend eines 
Punktes ihrer Trajectorio GH 
mit a und ß, so muss, weil jeder 
Punkt der Trajectorie gleichzeitig 
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ein Punkt irgend einer der Curven des Systems der Gleichung: 
F(Xy jfy m) = ist, jedes Paar von Werthen der Variablen a und ß, 
' welches der Trajectoriengleichung /(a, ß) rr= genügt, auch die ge- 
gebene Gleichung befriedigen; d. h. es muss gleichzeitig mit 
F(x,y,m) = 0: 

F{a, ß, m) = 

/ stattfinden. Umgekehrt jedoch wird, weil nicht alle Punkte der ge- 
gebenen Curve gleichzeitig der Trajectorie angehören, nur fUr be- 
sondere Fälle f{x, y) = gleichzeitig mit /(a, ß) = existiren. 
Soll nun die Trajectorie mit jeder Curve denselben Winkel 
einschliessen, so muss, weil unter Winkel zweier Linien bekanntlich 
derjenige zu verstehen ist, den die an beide Curven in ihrem Durch- 
schnittspunkt angelegten Tangenten mit einander bilden, stattfinden, 
wenn /L(T,X) mit <p, L{T^,X) mit <» und jL(T,T^) mit ^ 
bezeichnet wird: 

d^_dy 

1) tgd. = tg(«i-<p) = i«!!L=4? = J^^ = Const. 
J öY 6V — y; 1-f tg<otg<p j , dg^dy 

* dad» 

* dv 

and wenn man den aus F{Xy y, m) = ftir --^ zu entnehmenden 

Werth durch tj/(a?, y, m) darstellt: 

dB 

2) ^ = C. 

Um jetzt auszudrücken, dass die Trajectorie jede Curve des 
Systems unter einem Winkel schneidet, dessen Tangente den unver- 
änderlichen Werth C hat, muss Gleichung 2 von der willkürlichen 
Constanten m befreit werden. Dies lässt sich dadurch bewerkstelligen, 
dass m direct aus F{Xy y, m) = berechnet und der so erhaltene 
Werth, etwa 7n = <p(a;, y), in 2 eingesetzt wird, so dass entsteht: • 

J— ^[a>,y, 9(ic,y)] 
'^ -^^ =^ 
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und weil schliesslich noch xu berficksichtigen ist, dass im vorliegen- 
den Füll X und y nur die Goordinaten solcher Punkte der Corven 
der Gleichung i^(a;, y, m) = repräsentiren dürfen, welche gleich- 
seitig in der Trajectorie liegen , so hat man x mit a und y mit ß 
zu vertauschen, und erhält dadurch als Differentialgleichung 
der Trajectorie: 

^-^Kß,?(«,ß)I 
^) T =^- 

Ist ^ = 90^, also tgi|; = C= 00 , dann nennt man die Tra- 
jectorie eine orthogonale. Ihre Differentialgleichung ist: 



5) l+^.^Ia,ß,9(a,ß)] = 0. 



Beispiel 1. Um die Curve zu finden, welche 'alle durch den 
Anfang des Coordinatensystems verlaufende Grade unter einem 
Winkel von 45^ schneidet, hat man: 

F{Xfyym)=^y — mx = Of also:*-j^==m u. C=tg45®=l. 

Diese Werthe in 2 substituirt, erhält man: 

da . 

- = 1 






y 



und weil m = — sein muss : 

X 



da X 

■ * • 



' da X 



Vertauscht man y mit ß,.a? mit a, so entsteht nach einigen 
Umformungen : 

adß — pda = ada -f- ßcfß 
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i 

und wenn, um Trennung der Variabein herbeizuführen 

a = ß«, also: da = ^dz'^zd^ 

gesetzt wird: 

dz . zdz dß 

Dieses integrirt giebt: 

arctg« -f. \ Z(l 4-«2) = _ i(ß) ^ jC 

und wegen « = — : 

P 



«" t« T + ^ 1/«' + ß* = -fi^ 



ß 
oder mit Rücksicht auf die Relation: 

' arctgm + arctgn = arctg- — -J — 
* 1 — mn 

wonach: arc tg — -j- arc tg -^ = ■— sein muss: 
IC . P 



l^arctg^ + ZVa^+ß^^iT. 

In Polareoordinaten (a = r cos ^ , ß = r sin^) ausgedrückt, erhält 
man: 

oder: r = e*^*"!"?. 

Die Trajectorie ist demnach eine logarithmische Spirale (p. 217)* -_^ 

V 

Beispiel 2. Für die orthogonale Trajectorie aller Parabeln • 
der Gleichung y^=z2px erhalt man: 



Qrellei Anal. Qeom. d. B, 16 
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^ da y 

und wenn p eliminirty darauf x mit a und y mit ß vertauacht 
wird: 



I ^•. «1— 



oder: 

2ada-[-MP = ^• 
Die Gleichung der Trajectorie ist demnach: 

«2 I ß_ — (72 oder • ^ I ^-. — 1 

a i- 2 — ^ o<*er. ^^ -i- ^^,y^ — 1 

folglich die Curve selbst eine Ellipse der Halbachsen: C und 

Liefert entweder die gegebene F(Xy y, w) = einen solchen 
Werth für m, dass durch die Substitution desselben in 2 eine nicht 
integrirbare Differentialgleichung erscheint, oder iässt sich F{Xj y^ tn) 
= nach m überhaupt nicht auflösen, dann muss man zur Erlan- 
guog der Trajectoriengleichung folgenden Weg einschlagen. 

Mit F(Xf y,m)=^ existirt gleichzeitig , wie wir vorhin nach- 
wiesen, F{af ß, m) = 0. Hieraus Iässt sich im Allgemeinen p=^(a, m) 
ableiten. Differentiirt man letztere Function, wobei zu berücksich- 
tigen ist, dass ß darum als gleichzeitig von a und m abhängig an- 
gesehen werden muss, weü jede' Veränderung der Ordinate eines 
Trajectorienpunktes die Folge einer Aenderung der Abscisse a wie 
der Constanten m ist, so entsteht: 

Dieses in 1 substituirt: 

d<j^(g,m) . d^{a,m) dm dy 

I da "^ dm da dx y ^ 

' , ciy/d^(a,m) j^c?<|^(a,w) dm^ ' 

' dteV da * dm da* 
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So wie ans ^(a, ß, m) a : ß = <}»(«, m) gewonnen wurde , so wird 
ans JP(a;, jf, fn) t= : y=z^{x^m) und hieraus wieder: 

dy d^{Xi m) 
dx ifx 

darum folgen, weQ die Aenderung der Ordinate eines Punktes der 
gegebenen Curve nur durch die Aenderung der Abscisse bedingt 
ist. Den letzten Werth in 6 eingesetzt, erhält man: 



7) 



I 



<Z^(a, m) j^ <?]/(a, m) dm d^(a;, m) 



da 



dm da 



dx 



, d^{x^ m) 1 rf»^(a, m) , d<j;(ot, w) dm \\ 
^ dx \ da ^ dm dal 



= C 



und wenn noch aus bekannten Gründen x mit a vertauscht wird: 



8) 



d^{a^7rC) dm 
dm da 



, d^(ay m) i d<{*(a, m) , d'! ^(a^m)dm \ 
' da l da dw da/ 



= a 



Diese Differentialgleichung enthält nur a und m; wird dieselbe also 
integrirty darauf aus dem erhaltenen Resultat und aus: 

i^(a,ß,w)=0 

die willkürliche (}onstante m eliminirti so entsteht die Gleichung der 
Trajectorie. 

Soll letztere eine orthogonale sein, dann hat man statt 8: 

d<{;(a, m) dm\ 



m . I d4»(a,m) f d<{/(c,7n) . d<j;(a,m) dm l 
' da 1 da ' dm daj 



= 



za benutzen. 



Beispiel. Die orthogonale Trajectorie aller Ellipsen derselbe!» 
Brennpunkte zu finden. 

Führt man zunächst in die Ellipsen-Gleichung: 



n^as^ -f- m^y^ = m^n 



16* 
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statt der Imlbeii kleiiien Achfl« n die Bxeentrieität e dadardi ein, 
dass n^ mit m^ — 6^ vertaascfat wird, so entsteht: 

(m* — iR^)x^ -f- m^y^ = m^ (m^ — e') 
oder: , 



= + y{m^—e^)— "^^ f^ x^ =^(x, m) 



m* 
und hieraus: 



(i) 



ß = + y (m»— c»)— ^^^^^ a' = 4.(0, m). 



(2) 



Durch Differentiation der Gleichung (1) nach x, der Gleichung (2) 
nach a und m ergiebt sich: 





d^{x,m) 

dx "^ 

. eZ'l/ (a, m) dm 
*" dm da 




m^- 


-e' 




<2in 
da 
1 


(3) 




m^ y u 

m 


»2 «2 

c2a 


TO»— «» 


a?« 


d^ (a, m) 


5 — a- 


(*) 


da 


Vn.« 


e» a» 




\ / 



Die Werthe aus (3) und (4) in 9 eingesetzt, nachdem noch 
für (3) X mit a vertauscht ist, erhält man nach einiger Reduction: 

o dm e^ a* , a^ e^ dm 



oder: 



m^ 



da m^ ' m* da 



e^g^ a_ dm J 2 ^ *^ ^^\ a 



oder: 



da dm 

a m 



also: 



m = aC. (5) 
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Aus (5) und (2) die willkärliche Constante m eliminirti ergiebt 
sich die gesuchte Gleichung der Tr&jeetdrie mit: 

ß2 _a2(C2 — !) = — c2 - 



C2 



oder mit: 



p= 



ii) iiV^^ 



= 1. (6) 



Je nachdem C ^ 1 ist, gehört oflfenbar (6) einer Hyperbel oder 

einer Ellipse an; und da die Integrationsconstante im Allgemeinen 
doch ganz willkürlich ist, so würde das erhaltene Resultat als un- 
bestimmt zu -erklären sein, wenn nicht in folgender Weise nachge- 
wiesen werden könnte, dass für vorliegenden Fall C stets grösser 1 
sein müsste. Die Ellipse (2) und ihre Trajectorie (5) schneiden sich 
nämlich in Punkten, für deren Ordinaten man findet: 



P — ± ^ n • 



Für C<; 1 wird C^ — 1 < 0, also, weil m^—e^^= n^ positiv 
sein muss, ßimaginair; die Curven würden demnach unter dieser 
Annahme keinen gemeinsamen Punkt haben, Weil dieser. Fall aber 
nie eintreten darf — denn die eine Linie soll Trajectorie der an- 
deren sein — so muss C^ 1 genommen, demnach (6) als Gleichung 
einer Hyperbel erklärt werden. Für ihre Excentricität E erhält man : 



TP \l 2 ^-1 I «^ 



d. h. die Brennpunkte der gegebenen Ellipsen fallen mit denen 
jener Hyperbel zusammen. 



2. Die ümhüllungslinien. 

In dem besonderen Falle, in welchem der Winkel zwischen 
der Trajectorie und jeder der Curven der Gleichung: i^(a;, y, m) = 
gleich Null wird, muss offenbcir ersfere jede« Individuum der letz- 
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teren Currengrappe bmühren; darum nennt man unter diesen Um- 
ständen jene die Umhttllangslinie, diese die umhüllten 
Linien. Ueberlegt man, dass fOr <{; = auch tg<{; = C=Oy also 
aus der allgemeinen Trajoctorien-Gleichung 8 (p. 243): 

10) £i$L^ = 
am 

werden muss, so erkennt man sofort, dass aus der gegebenen Glei- 
chung der umhüllten Linien: 

F{x,ytm) = oder y=z^(Xyfn) 

die noch unbekannte Gleichung : F{aj ß) = der Umhüllungslinien 
dadurch abzuleiten ist, dass aus 10 und aus: . ^ 

F{% p, m) = oder ß = ^(a, m) 

die willkürliche Constante m eliminirt wird« 

BeispieL Es soll die UmhüUungslinie derjenigen Kreise be- 
stimmt werden, deren 'Radien unter einander gleich sind, 
deren Mittelpunkte s&mmtlich auf einer Kreisperipherie des 
Halbmessers R liegen. 

Betrachtet man den Mittelpunkt der letzteren Linie als Anfang 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems, dann ist die Gleichung der 
gegebenen Gurvengruppe: 



(« — m)2 4-(y— 1/^2— m2)2=r» (1) 

oder: 

«2 — 2a»» + y^ — 2yl/iJ2— m^ ^r^—R^ (2) 

wenn r der unveränderliche Halbmesser und m eine willkürliche 
Constante ist. Aus (2) erhält man durch Differentiation in Bezug 
auf m: 

x=,, "y (3) 



oder: 






Die Gleichung der UmhfiÜunjj&Iinie ist demnach: 
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oder reducirt: 

a^ ^^^ = {R+r)^. (6) 

Die Ümhüllangsliiiien sind noch einer anderen Auffassung föhig, 
die sich aus folgender Betrachtung ergiebt« 

Sind nämlich irgend zwei auf einanderfolgende Individuen der 
Curvengruppe: Fix^ y, m) =: durch: 

11) J'(a?,y,wj = , 

12) F{x, y, w»i -f- e) = 

dargestellt, so dass e ab eine unendlich kleine Grösse, etwa als dm^, 
aufzufassen ist, dann schneiden sich die Linien der beiden letzten 
Gleichungen in einem Punkte, dessen Coordinaten a^ und ß^ aus: 

13) F(ai, ßi, m^) = 

t 

14) i^(ai, ßi,OTi+s) = 

zu l>erechnen sind. Diejenigen Werthe von a^ und ß| aber, welche 
13 und 14 genügen, mtissen auch die Gleichung: 

d1n^ 
befnedigen, weil: 

*®^ "^ — d^ü^; = düT^ — '' 

nur verschwinden kann, wenn beide Functionen des Zählers der 

rechten Seite in 16 gleichzeitig gleich Null sind, die Existenz der 

Gleichung 15 also nur eine unmittelbare Folge der Existenz der 
Gleichungen 13 und 14 ist. 

So wie sich nun die Linien 11 und 12 in einem Punkte 
schneiden, dessen Coordinaten a^ und ß^ der Gleichung: 

dJ((Xi,ßi,mi) ^^^ 
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genügen, so werden sich irgend zwei andere aufeinander folgende 
Linien des gegebenen Systems in einem Punkte durchkreuzen müssen, 
für dessen Coordinaten a^ und ß, die Bedingung existirt: 

dF(a^, Pi» "*») ^ etc. 
dfn2 

Im Allgemeinen haben also die Coordinaten eines solchen Durch- 
schmttspunktes die Gleichung: 

,7) ^£(^Aii5) = o 

dm 

zu befriedigen. Eliminirt man demnach aus 1 7 und aus l^(a, ß, m) = 
die Constante m, dann muss die Gleichung einer Curve zum 
Vorschein kommen, in deren einzelnen Punkten sich irgend zwei 
Individuen der Curvengruppe : F{Xy y, m) = durchschneiden ; diese 
Linie der Durchschnitte ist also mit unserer früheren Umhüllungs- 
linie identisch* 



Cap. 7. 

Die Fnsspunktlimen. 



Denkt man sich an eine ununterbrochene Linie der Gleichung 
-^X^> y) = in jedem ihrer Punkte eine geometrische Tangente 
gelegt und zu jeder Tangente vom Anfang des Systems aus eine 
Senkrechte gezogen, so bestimmen die Durchschnittspunkte der Tan- 
genten und Senkrechten eine stetige Curve, welche die Fuss- 
punktlinie der Curve der Gleichung F{x,y) = genannt wird. 

Die Gleichung einer Tangente an die gegebene Curve in 
irgend einem Punkte a;^, y^ ist bekanntlich: 

folglich die Gleichung der Graden, welche durch den Anfang des 
Systems zu 1 winkelrecht liegt: 

^ äy, 

Die Linien der Gleichungen 1 u. 2 schneiden sich in einem Punkte, 
ftir dessen Coordinaten a und ß man findet: 
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Eliminirt man nan mu 3, 4 and: 

(der analytiBchen Bedingung dnftr« dass x^^y^ ein Pankt derCurve 
der Gleichung F{Xt y) = ist) die beiden willkürlichen Conatanten 
X| u. y|, so muw eine Relation swiachen a und ß, etwa/(a,ß) = 0, 
resultireny welche offenbar die geanehte Fusapunkt^gleichung der 
gegebenen Curve iat. 

Wenn das ursprüngliche Goordinatensystem ein polares ist, die Coor- 
dinaten des Berührungspunktes r^^ ff^ und die Coordinaten des 
Punktes, in welchem die vom Pol aus zur Tangente gezogene Senk* 
rechte die erstere schneidet, mit JR und ^ bezeichnet werden, 
so dass: 

X|=r|COSf|, yi=r|Sinf|, a==lZcoB<{», ß = iZsinf(» 

stattfindet, dann gehen sunSchst die Gleichungen 3 u. 4 in: 



6) RcoH^ = r^ 



rjcosfpi -fsiiKpi^ 



■*+(^)' 



7*1 BUl ^1 CUB Wj 

7) Rnn^ = r^ 



r, Bin^j — coB(pi , 



»'+(5^ 



^y 



Aber. Werden dieselben suent quadrirt und darauf addirt, ao 
entsteht: « 



8) B = 



r.» 



y+(^)i ['+(^fe)? 



und durdidnander dividirt: 

rfr- ^ 1 drs 

9) tg^,= _ — ^=-— — 'rir 

r, cos 7, +«m,, g-i 1 + tg^, -^ 
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Eliminirt man jetzt r^ und <p| aus 8, 9 and: 

10) i^(<pi, ri) = 0, 

SO mufls eine Function zwischen iS und ^y etwa: 

11) L{R, i|>) = 

zum Vorschein kommen, welche die Polargleichung der Fusspunkt- 
linie der Curve der Gleichung F{<py r) = ist ^ 

Beispiel 1: Für die Parabel der GUeichung: y^ =^ 2px 
erhält man: 

a — 1:9 — — -. 9 I „9 — Tn — rT' \^) 



IJ^pL Vx-^P^ 2a?j+p' 



P 
y* — »i-^" 

also aus (1): x^ = — ^^ V^ (3) 

und aus (1) u. (2): y^ = — ^ (4) 

Die beiden letzten Resultate geben endlich in Verbindung mit: 
yi = 2px^ als Gleichung der Fusspunktlinie der Parabel: 

2a8 a» 



ß 



2 — 



«+2 



Die Curre ist demnach eine Cissoide (p. 179), deren Rückkehr- 
punkt mit dem Scheitel der Parabel oder mit dem Anfang des Systems 
zusammenfallt, deren Assymptote die Grade der Gleichung: x = 

kreises ist = ^ und die Coordinaten seines Centrums: a? = — t-i 

4 4 

y=0. - 
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Beispiel 2. Fiir die Ellipse der Gleichung: ^ + 12 = 1 '^^' 

«Iso: — =— B— i oder: «, = -s-— s- «, (3) 



Aus (1) nnd (3) erhält man: 



a'o 



«1 - a> + p» ^^^ 

Diese Werthe in : — V + tV = ^ eingesetzt, giebt : 

(«* + ß^)* — a*«^ — ^^ß^ = (6) 

als Gleichung der Fusspunktlinie der Ellipse. In derselben kommen 
die Repräsentanten a und ß der Coordinaten irgend eines Curven- 
punktes nur in graden Potenzen vor; daraus folgt, dass die Linie 
in Bezug auf Abscissen- wie Ordinaten- Achse .symmetrisch liejgen 
muss, dass das Coordinatensystem dieselbe in vier congruente Qua- 
dranten zerlegt Und weil weiter: 

£!lra=0: ß = 0, 0, +6, —b 
ftirp = 0:a=0, 0, +a, — a 

folgt, so muss die Ellipse mit ihrer Fusspunktlinie sämmtliche vier 
Scheitel gemeinsam haben. Ausserdem wird auch der Gleichung 
der letzteren durch a = 0, ß = Genüge geleistet; darnach 
müsste die Curve das Goordinatensystem im Anfang schneiden. 
Weil aber der Differentialquotient ihrer Function: 

dp_ a3a— 2ß^tt — 2a» 
cia~2ßa2 + 2ß3._62ß 

fQr a = 0, ß = zunächst unter der unbestimmten Foiin ^ er- 
scheint, sein Werth also ftir diese Specialwerthe der Yariabelen a 
und ß aus der Gleichung: 
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a2_2p2 — 4ap;^ — 6a2 



da 



^.,M b«'i+'P«+«P'|-"SU,M 



fr 

oder: 

f o» — 2ß» — 6tt» ] 



mit 



o-0,ß-0 



ZU entnehmen ist, so folgt, weil ein imaginäres Resultat zum Vor- 
schein kommt, dass der Anfang des Systems allerdings der Fuss- 
punktslinie der Ellipse angehört, jedoeh als ein isolirter oder 
conjugirter Punkt (p. 170) derselben erklärt werden muss. 

Eine noch genauere Kenntniss erhält man von der Gestalt und 
den Eigenschaften der augenblicklichen Curve, wenn man vom or- 
thogonalen zu demjenigen polaren System Übergeht, dessen Achse 
mit der Abscissenlinie Und dessen Pol mit dem Anfang zusammen- 
föllt. Die Gleichung der Fusspunktlinie , bezogen auf diese Coor- 
dihaten, ist sodann: 

y2 —- q2 cQg2 ^p _|« 52 gin2^ = a^ — e^ sin^^ (7) 

wo 6 die lineare Excentricität der Ellipse bedeutet, so dass: e^ = 
a^ — h^ stattfindet. Giebt man der letzteren Gleichung aber die 
Form: 

j (a^ — e^fm^(f){a^ — e^cos^cp) g^ft^ -^e^ sin^y cos^cp .^^ 

a^ — e'^am'^ff a^ — e^ cos^<p 

und vergleicht sie mit der Polargleichung der zugehörigen Ellipse: 

■ 

,. ^ «^^' (9) 

a* — c^cos^y 



as4 

ao leigt rieh wfoct, d«M der Ksdhif vector der Ellipse stets kleiner 
sein musB als der ihrer Fuaspnnktlinie , mit Aiunahme der beiden 
FäUe, in welchen tf gleich 6" oder gleich 900, r also gleich a 
oder gleieh b wird. Die Linie der Glelchnng (8) hat demnach mit 
der der Gleichung (9) ^ 

nur die vier Scheitel 
getneinBam; ftlle übri- 
gen Punkte der erste- 
ren mtüsen ausserlialb 
der letzteren liegen. 
— DieFuMpunktlinie 
Ifiast sich mit Rück- 
sicht auf ihre Polar- 
gleich ung folgender- 
maassen constmiren. 
Irt (Fig.9l)^P=a, 
AQ = b, so schlage 
nianmit^F=eTon^ 
ans einen Kreis ; irgend 
ein Halbmesser des- 
selben ist AG, folg- 
lich (r^^esincp, (G(;r_j_4P vorausgesetzt); construirt man nun auch 
über AP als Durchmesser einen Halbkreis, macht die Sehne PK^ 
Gg, dann ist .A£l = a2 — e> sin^^; folglich wird A*} ein Punkt 
der EU cnnstniirenden Curre sein, wenn AK^ ^ AK ist — 

Endlich erlikit man noch ans (7) flir den Inhalt der Gurve; 






. g' + P 
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Beispiel 3. Aus der Polargleichnng der Hyperbel: 

folgt: 

1 <fr_ fa»4>ft>)tg9 , 
r rf^ ' 6^ — a* tg*^ 

Dieser Werth in 9 nnd S (p. 250) snbstitairt giebt: 

2 12 

tg,j, = — |j tg«p, oder: tg<p, =: — ^ tg^ 



und: r, = Ryi+-^^~^ 



(a2— 6* tg»^): 

Demnach erhält man als Polargleichung der Fafispnnktlinie der 
, Hyperbel : 

oder: 

Für den besonderen Fall einer gleichseitigen Hyperbel, in welchem 
also a = 6 ist, geht letztere Gleichung in: 

JB2=a2 eos2t^ 

über; die Fusspunktlinie einer solchen Hyperbel ist demnach eine 
Lemniskate (p. 174). t 



I^mck von Wilh. RIemsehneider in Hannover. 
Holisebnitte von B. Obarmttller. 
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